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PREFACE DE L'ALGEBRE 

(premier cycle) 



En ecrivant ce livre, mon but principal a ete 
d'inleresser les eleves; je ne crois pas que le 
meilleur moyen de les initier aux sciences 
mathematiques soit d'insister sur les cotes les 
plus abstraits de ces sciences, de maniere a 
les presenter comme completement en dehors 
et au-dessus de la realite. Quel que puisse 
^tre Tint^rM — que je suis loin de contester 
— de la speculation pure, il n'est pas douteux 
que c'est Tobservation des faits les plus usuels 
et les necessites de la vie pratique qui ont 
6t6 Forigine de toutes les sciences. A mecon- 
naitre cette origine, on s'expose a degouter un 
grand nombre d'excellents esprits, auxquels la 
science apparait comme une chose mysterieuse, 
completement a part de la vie, alors- qu'elle 
s'y m6le chaque jour. 

C'est cette liaison intime entre les formules 
de FAlgebre et la realite journaliere que j'ai 
cherche a mettre en evidence le plus possible, 
soit dans la theorie, soit dans les exemples, 
problemes et exercices ; je n'ai pas craint de 
multiplier les applications, de maniere que la 
theorie apparaisse comme intuitive, et non 
comme une construction arbitraire de Tesprit; 
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VI PREFACE DB l'aLGERRB (pREMIER CYCLe) 

la definition des nonibres negatifs, les regies 
de la multiplication des nombres positifs et 
negatifs, la mise en equations des problemes, 
la representation graphique des fonctions, et 
en particulier de la fonction lineaire, sont 
illustrees de nombreux exemples concrets. J'ai, 
de m^me, insist6 beaucoup, a diverses reprises, 
sur le choix des unites^ dans les problemes et les 
formules. 

Les nouveaux programmes prevoient qu'un 
certain nombre d'eleves terminent leurs etudes 
secondaires avec le premier cycle; ils doivent 
avoir acquis les connaissances pratiques indis- 
pensables aux applications usuelles au com- 
merce et a Tindustrie : j'espere qu'ils les trou- 
veront ici, en ce qui concerne TAlgebre. 

En m^me temps, je n'ai neglige aucune 
occasion d'introduire, toutes les fois qu'on pou- 
vait le faire sans allonger ni compliquer, les 
notions et les formes de raisonnement dont la 
connaissance simplifiera la tAche ulterieure 
de ceux qui pousseront plus loin Tetude de 
TAlgebre. 

En resume, j'ai tAche, sans abandonner 
jamais la rigueur necessaire, d'etre aussi simple 
et pratique que possible. Je crois avoir ete ainsi 
fidele a Tesprit des nouveaux programmes qui, 
s'ils sont appliques avec les id6es de reforme 
qui ont preside a leur elaboration, peuvent 6tre 
Forigine d'une ere nouvelle pour notre ensei- 
gnement secondaire. 

Emile Borbl. 

Paris, 25 mars 1903. 
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PREFACE DE L'ALGfiBRE 

(second cycle) 



Je me suis inspire pour ce second livre 
d*Algebre des m^mes idees que pour le pre- 
mier; les elev^s auxquels il s'adresse etant plus 
^ges, j'ai du, conformement au Programme, deve- 
lopper un peu plus certaines theories abstraites 
relatives notamment aux systemes d'equations 
du premier degre et au trinome du second degre ; 
mais c'est surtout a la partie concrete que j'ai 
donne tous mes soins. 

Je souhaite assurement que, parmi les lecteurs 
de ce livre, il y en ait qui commencent a gouter 
la beaute propre de TAlgebre et a rechercher 
dans Tel^gance de ses formules des jouissances 
esthetiques ; mais c'est la Tapanage d'un petit 
nombre; pour la plupart, TAlgebre n'est et ne 
peut 6tre qu'un instrument utile et commode. 

II est done essentiel de bien connaitre, encore 
plus que les formules, Jes liens entre ces for- 
mules et la realite; apprendre une theorie et 
ne pas apprendre a s'en servir est simplement 
perdre son temps. Aussi ai-je developpe beau- 
coup les applications pratiques, les exemples 
numeriques, signale les representations gra- 
phiques effectivement utilisees dans un but 
precis par les praticiens. 

L'une des principales innovations des nou- 
veaux programmes est Tintroduction dans les 
elements de la notion de derivee; cette innova- 
tion me parait d'ailleurs justifiee par Timpor- 



'a 






Zi^' 









VIII 



w 



"*.■ 



p«' 



.■•fc • 



i-<-i!!: r 



m:. 






PREFACE DB l'aLG^BRB (sEGOND CYCLe) 

tance extreme de cette notion en m^me temps 
que par sa tres grande simpUcite, si Ton se borne 
a une definition concrete, sans entrer dans 
les details qu'exige une exposition rigoureuse. 

Mais les avantages que I'on peut esperer 
retirer de cette introduction disparattraient pour 
faire place a des inconvenients si la theorie des 
derivees etait enseignee aux eleves de seconde 
de la m6me maniere qu'aux Aleves de mathe- 
matiques speciales. II faut les familiariser sim- 
plement avec la notion geom^trique et le calcul 
pratique des derivees des fonctions simples. C'est 
ce que j'ai cherche a faire dans le premier para- 
graphe du chapitre IX; dans le second para- 
graphe du m^me chapitre (imprime en petits 
caracteres), que je n'ai ajoute qu'apres bien des 
hesitations, j'introduis la notion plus abstraite de 
limite; j'ai pense que ces quelques pages pour- 
raient interesser quelques-uns des meilleurs 
eleves de Premiere, mais je crois que ce serait 
une erreur d'enseigner ainsila theorie des deri- 
vees a de jeunes el6ves qui la verraient pour la 
premiere fois. 

II me reste, en terminant, a remercier tous 
ceux qui, apres avoir lu mon Algebre (pre- 
mier cycle) m'ont encourage a poursuivre la 
t^che commencee; j'ai fait de mon mieux pour 
ne pas decevoir leur confiance; je serai heu- 
reux si les professeurs qui utilisent ce livre 
veulent bien m'en signaler les lacunes et les 
defauts et me permettre ainsi de me rapprocher 
de Tideal que je m'etais propos6 : 6tre clair, 

simple et pratique. 

Emile Borbl. 

Paris, aoi^t 1903. 
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SECOND CYCLE 



CHAPITRE I 
REVISION 



I. FORMULES ALGEBRIQUES 

I . Definition. — Une ejcpression algebrique est 
un ensemble de lettres et de nombres relies entre eux 
par les signes des operations arithmetiques elemen^ 
taires, de telle maniere que, si Von remplace chaque 
lettre par un nombre, les regies de V arithmetique 
permettent d^effectuer les operations indiquees ; le 
resultat final du calcul est dit la s^aleur numerique 
deV expression pour les 9aleurs particulieres donnees 
aux lettres, 

Lorsque les expressions algebriques sont com- 
pliquees, il pourrait y avoir des doutes sur la marche 
a suivre pour calculer leur valeur numerique, si 
Ton ne faisait pas, a ce sujet, des cons^entions tres 
precises. 

BoRBL. — Algibre, 2« cycle. 1 



2 ALGl&BRE 

Scat, pi>ur fixer les idees, a calculer la yaleur 
nuraenque de Texpression 

a -4- be, 
dans laquelle on suppose : 

Si Ton n'avait fait aucune convention, on pour- 
rait h^siter entre les deux modes suivants : ou bien 
multiplier 3 par 4 et ajouter le produit a 2, ce qui 
donne : 

ou bien ajouter 2 a 3 et multiplier la somme par 4> 

ce qui donne : 

5 X 4 = ao. 

On convient d'adopter le premier modeyle second 

mode donne, par definition, la valeur num^rique 

de Texpression 

(a -4- b)c, 

qui difi%re de I'expression propos6e en ce que la 
somme a -j- i s'y trouve plac6e entre parentheses. 

Nous 6noncerons done les regies suivantes, con- 
sequence des conventions adoptees pour I'^criture 
des expressions alg^briques. 

Rj^GLE I. — Pour calculer la valeur numerique 
d*une expression algebrique sans parentheses, on 
effectue dCabord les multiplications et divisions indi- 
queeSy et ensuite les additions et soustractions , 

Dans le cas oii il y a des parentheses, on com~ 
mence par calculer chaque parenth^se isoliment 
d'aprhs la rhgle precedente et ensuite on appUque 
cette regie aux operations restantes. 



FORMULES ALGEBRIQUES 3 

Reglb II. — Les expressions numerateurs et deno- 
minateurs des fractions^ ainsi que les expressions 
placees sous des radicaux^ dois^ent Stre calcuUes 
comme si elles etaient entre parentheses, 

Dans certaines formules, on se trouve conduit a 
superposer les parentheses, c'est-a-dire a employer 
plusieurs sortes de parentheses de formes diffe- 
rentes, comprises les unes dans les autres ; dans ce 
cas, on doit d'abord calculer les parentheses int^- 
rieures, puis celles qui comprennent celles-la, etc. 

Comme exemple, considerons Texpression 

dans laquelle on suppose : 
sa valeur est : 

c'est-a-dire : 

(a X 3 -M) (2 + 3) = 7 X 5 z= 35. 

2. — Nous apprendrons plus loin, en 6tudiant 
le calcul alg6brique, a transformer les expressions 
algebriques, c'est-a-dire a remplacer une expression 
algebrique par une expression algebrique equis^a- 
lente. On dit que deux expressions algebriques sont 
equivalentes lorsqu'elles prennent la m^me valeur 
numerique dans tous les cas, c'est-a-dire quelle que 
soit la maniere dont on choisit les valeurs numeri- 
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ALGEBRE 



ques des diverses lettres qui y figurent. Par exemple, 
on constate alsement que les deux expressions 



(a -hb)(a — b) 
a^ — b^ 
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sont equivalentes. 

Mais, bien qu'il soit en general possible, en 
appliquant les regies du calcul algebrique, de faire 
disparaitre la plupart des parentheses, c'est-a-dire 
de remplacer une expression renfermant des paren- 
theses par une expression equivalente n'en ren- 
fermant plus, il est utile de savoir calculer direc- 
tement la valeur numerique d'une expression com- 
pliquee de parentheses. On en trouvera des exemples 
dans les exercices sur ce premier chapitre. 

3. Remarques sur le ghoix des unites. — Lorsque 
Ton applique une formule a un probleme concret 
quelconque, le resultat estg6neralenientunnombre 
concret; c'est un certain nombre de francs, de 
metres, de kilogrammes, etc. De m6me, les nom- 
bres qui figurent dans la formule sont aussi des 
nombres concrets. Dans ce cas, il est essentiel de 
remarquer que la formule nest exacte que si les 
dwers nombres concrets qui y figurent sont mesures 
a\>ec des unites appropriees ; en m^me temps que 
Ton donne la formule, il est indispensable de faire 
connaitre ces unites; sans quoi la formule na pas 
de sens. Par exemple, considerons un reservoir 
ayant la forme d'un parallelepipede rectangle et 
rempli avec de Teau a son maximum de densite. Si 
les dimensions des aretes du parallelepipede sont 
designees par a, 6, c, le poids P de Feau est donne 






FORMULES ALG^BRIQUES 6 

par la formule 

Cette formule n'a un sens que si Ton ajoute que, 
a, by Cy designant des decimetres, P designera des 
kilogrammes. 

II serait d'ailleurs possible de dire aussi que 
a, by c sont exprimes en metres et P en tonnes, ou 
que a, i, c, sont exprimes en centimetres et P en 
grammes; il y a toujours, pour une m^me formule, 
bien des manieres differentes de choisir les unites; 
mais nous n'avons pas a etudier ici les relations 
qu'ont entre elles ces diverses manieres; ce qui est 
essentiel, c'est de ne pas oublier.le principe suivant: 

Toute formule renfermant des grandeurs con- 
cretes est demontree en supposant ces grandeurs 
mesurees a\>ec certaines unites; pour se sers>ir de la 
formuley il est aussi necessaire de connaitre ces 
unites que la formule elle-mSme, 

4. Remarque sur les notations en alg^bre. — 
Dans TAlgebre elementaire, Temploi des lettres est 
surtout un langage abrege; on dira a francs au lieu 
de dire un certain nombre de francs ou la somme 
indiquee dans Venonce, Comme tout langage, la 
notation algebrique est arbitraire; c'est-a-dire que 
nous pouvons, a notre choix, lorsque nous voulons 
designer un certain nombre de francs, le designer 
par a, ou par b, ou par A, ou par Z, etc. La seule 
chose qui soit indispensable, c'est que la notation 
soit coherente. On entend par la que, dans une 
m^me question, une lettre determinee a un sens 
unique et bien determine, c'est-a-dire designe une 
seule quantite, et toujours la m6me. 



6 ALGEBRE 



Ce serait cependant une grave erreur de croire 
qu*il est completement indifferent de choisir telle 
ou telle notation; lorsque, dans une m^me ques- 
tion, on introduit un grand nombre de lettres, il y 
a tres grand avantage a ne pas les introduire au 
hasard, mais a suivre des regies consacr^es par 
I'usage, auxquelles on s'habitue tres vite ^ L'un des 
plus anciens de ces usages consiste a designer les 
quantites connues par les premieres lettres de 
Talphabet : a, b, c, d, /J g, h, et les quantites incon- 
nues par les dernieres : x^ y, Zy m, (>, w. 

Mais ce n'est pas tout : il est certaines associa- 
tions de lettres qui sont plus habituelles que d'au- 
tres; de telle maniere que les alg^bristes regardent 
certains groupes de lettres de I'alphabet, formes 
generalement de lettres consecutives, comme devant 
6tre introduits simultanement. Ainsi, si Ton a trois 
quantites analogues, on les designe volontiers par 
a, 6, c, ou par /*, g^ A, ou par /, /w, n, ou par/?, q, r, 
ou par Xy y, Zy ou par «, f , w. Mais on n'a pas Tha- 
bitude de les designer par n, o, /?, par exemple, 
ou par By fy g. De plus, on associe volontiers entre 
elles les lettres occupant le m6me rang dans chacun 
de ces groupes. Par exemple, si Ton a trois sommes 
d'argent plac^es a inter^t a trois taux differents, on 
designera les trois sommes par a, i, c, les trois taux 



I. II est clair qu'un langage quelconque est d'autant plus ais6 
[1 retenir qu'il est plus coherent, mdme si ce langage n'est cre6 
que pour quelques instants. Par exemple, on 6prouverait des diffi- 
cultes serieuscs u j^arler, ne fut-ce que pendant peu de temps, une 
langiie dans laquelle les verbes entrer et sortir auraient la m6me 
signification qu'en francais, mais dans laquelle le sUbstantif 
entree designerait Taction de sortir et le substantif sortie Taction 
d 'entrer. 
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par py q^ r, et les valeurs de ces sommes au bout 
d'un an par Xy y, z, de telle maniere que Ton aura : 

j:=ra( I -4-—) 
\ 100/ 

^ \ 100/ 

\ 100/ 

Ces formules sont plus aisees a ecrire sans erreur 
que ne le seraient les suivantes : 

V 100/ 

x=:b(i-{ ) 

V 100/ 

y = r( I H ). 

^ \ 100/ 

dans lesquelles les trois sommes sont d^sign^es 
par Uy by r leurs valeurs au bout d'un an par Zy Xy y^ 
et les trois taux par y, rf, c. 

On emploie aussi quelquefois, en m^me temps 
que les petites lettres, les grandes lettres de m^me 
nom A, B, C, X, Y, Z; mais on evite cet emploi 
des grandes lettres dans les questions oil il pour- 
rait y avoir confusion avec les notations de la g^o- 
m^trie. 

Les lettres grecques sont d'un usage plus fre- 
quent; on les introduit aussi par groupes, corres- 
pondant a certains groupes de lettres usuelles; 
ainsi a, ^, y (alpha^ b^ta, gamma) correspondent 
a : fl, i, c; X, jjl, v (lambda, mu, nu) correspondent 
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a /, m, n; 5, y\y ^ (ksi, ^ta, dz^ta) correspondent* a 
jCy y, z. Nous eviterons le plus possible Temploi 
de ces lettres dans le cours, afin de ne pas ajouter 
de difficulte supplementaire pour les' eleves aux- 
quels elles ne sont pas familieres, mais nous les 
introduirons dans quelques exercices, car il est 
necessaire de s'habituer peu a pen a leur emploi, 
presque indispensable quand on pousse un peu loin 
Tetude des mathematiques. 

Les notations que nous venons d*indiquer suffisent 
pour traiter les questions ou s'introduisent un petit 
nombre de quantit6s analogues; lorsqu'il y en a un 
grand nombre, on epuiserait vite I'alphabet et Ton 
aurait des notations difficiles a retenir; aussi est-il 
preferable, dans ce cas, de designer les quantites 
analogues par une mSme lettre affectee de dwers 
indices y c'est-a-dire par a^, a^, a^, a,..., que Ton 
enonce a indice zero, a indice un, a indice deuoo, etc. 
Dans les cas oil Ton ne craint pas de confusion 
avec la notation des exposants on dit quelquefois, 
plus brievement, a zero, a un, d deux, etc. On 
emploie aussi les notations a, a", a", a",,., que 
Ton enonce a prime, aseconde, a tierce, aquarte 

Supposons, par exemple, que nous voulions ecrire 
une formule indiquant la somme x possedee au bout 
d'un an par un capitaliste qui, ayant partag6 sa 
fortune en six parties inegales, Ta placee a six taux 
differents; nous designerons les parties de la for- 
tune par aj, a^, a^, a^, a^, a^ et les taux correspon- 



I. C'est en vertu d'un usage que Ton fait correspondre ttj & y,' 
il ne semble pas qu'il y ait de raison autre que I'analogie de 
forme entre les caracteres. 
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dants par p^^ p^, /?,, p^, p^, p^, de sorte que nou8 
aurons : 



X 



'\ 100/ '\ 100/ '\ 100/ 

a /, + £«-) + a. ( . +-^W a. f , +-£iL). 

*\ 100/ 'V 100/ ^\ 100/ 

Cette formule est evidemment bien plus simple a 
ecrire et a employer avec ces notations qu'elle ne 
I'aurait ete si Ton avait employe douze lettres diff(6- 
rentes, choisies completement au hasard. 



II. NOMBRES POSITIFS ET NEGATIFS 

5. Dbfinition. — 11 arrive frequemment que Ton 
considere des grandeurs susceptibles d'etre comp- 
tees dans deux sens opposes : par exemple, le 
temps pent 6tre compt^ dans le present ou dans 
Tavenir; une longueur sur une droite pent ^tre 
port6e dans un sens ou dans Tautre; les sommes 
qu*inscrit un commercant sur son livre de caisse 
peuvent ^tre des recettes ou des depenses, etc. 

Dans ces divers eas, il est commode, au lieu 
d'employer un langage plus ou moins long pour 
indiquer quel est le sens de la grandeur qui cor- 
respond a un nombre donne, de convenir d'une 
notation abregee; telle est Torigine des nombres 
negatifs. 

Par exemple, au lieu d'inscrire 5o^' de recettes, 
nous pourrons 6crire -j- 5o et au lieu d'ecrire 35^' 
de depenses, nous pourrons Ecrire — 35; au lieu 
d'ecrire que le thermometre marque 2° au-dessus 
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de zero nous dirons qu'il marque -j- 2, et au lieu de 
dire qu'il marque 6° au-dessous de zero, nous 
dirons qu'il marque — 6. 

Cette notation abregee est partieuli^rement utile 
dans Fetude des longueurs compt6es sur une ligne 
indefinie, droitc ou courbe. 

Pour avoir une image ayissi simple que possible 
figurons une droite ind^finie sur laquelle nous 
aurons choisi un sens de parcours que nous appel- 
lerons sens positif eX que nous indiquerons par une 
fleche; une telle droite s*appelle un axe oriente ou, 
plus brievement, un axe, Le sens oppose au sens 
positif est le sens negatif. 

On pent imaginer un promeneur qui marcherait 
sur Taxe, allant tantot en avant, tantot a reculons, 
mais en regardant tou jours s>ers la direction posi" 
tii^e* Pour aller de A en B (fig. 1) le promeneur mar- 



B 

Fig. I. 



cherait en avant; pour aller de B en A, il irait a 
reculons. Si ce promeneur fait des pas 6gaux, il 
^ pent mesurer les distances en comptant le nombre 

de ses pas; nous considererons comme positifs les 
pas fails en avant et comme negatifs les pas faits a 
reculons; de telle sorte que s'il lui faiit 5o pas pour 
parcourir la distance AB on dira que de A vers B 
il y a -f- 5o et que de B vers A il y a — 5o. 

On donne le nom de segment a une portion d'un 
axe, lorsque Ton porte son attention sur le sens 
dans lequel elle est parcourue. Ainsi, lorsque le pro- 
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meneur va de A vers B, nous dirons qu'il parcourt 
le segment AB; lorsqu'il va de B vers A, nous 
dirons qu'il parcourt le segment BA. Ainsi AB n'est 
pas la m6me chose que BA : le segment AB a pour 
origine A et pour extremite B ; BA a pour origine B 
et pour extremity A. Dans les deux cas on parcourt 
la m6me distance, designee indiff^remment par la 
notation AB ou la notation BA, mais on ne marche 
pas dans le m6me sens. 

Pour exprimer que notre promeneur fait + 5o pas 
pour parcourir le segment AB nous ^crirons : 

AB = -h 5o ou AB = 5o. 

On 6crirait, au contraire : 

BA = — 5o 

puisqu'il faut faire — 5o pas pour parcourir le seg- 
ment BA, c'est-a-dire faire 5o pas a reculons pour 
aller de B vers A. 

Les nombres -[- 5o et — 5o s'appellent les equi- 

{falents algebriques des segments AB et BA, runit6 
choisie etant le pas du promeneur. Bien entendu, 
on pourrait choisir toute autre unite ; la seule chose 
essentielhy c'est de bien preciser quelle unite on 
choisit et de ne pas en changer dans le cours d'une 
mdme question. 

L'equivalent alg6brique d'un segment ne depend 
pas seulement de Tunit^ de longueur choisie, 
il depend aussi du sens choisi comme positif sur 
Taxe ; si, la figure restant par ailleurs la m6me, 
on changeait la direction de la fleche, c'est 
AB qui aurait pour equivalent — 5o et BA qui 
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aurait 4" 5o. II en est de la direction positive 
comme de Tunite de longueur; on peut la choisir 
arbitrairement au d6but d'une question, mais il est 
essentiel quelle soil bien precisee et quelle ne change 
pas dans le courant de la question. La longueur 5o 
est dite la s>aleur absolue des nombres -f" ^^ ^^ 
— 5o; c'est la longueur commune des segments 
AB et BA; ou, si Ton veut, la distance geometrique 
AB ou BA. D'une maniere g6n6rale, on appelle 
s>aleur absolue d'un nombre positif ou negatif le 
nombre que Von obtient en supprimant le signe. La 
valeur absolue d'un nombre positif est 6gale a ce 
nombre. 

On donne quelquefois aux nombres positifs et 
negatifs le nom de nombres relatifs, en opposition 
aux nombres absolus, qui designent des grandeurs 
non susceptibles de signes. A ce point de vue il 
peut y avoir parfois avantage a distinguer trois 
especes de nombres : les nombres absolus, les 
nombres positifs et les nombres negatifs. Mais cette 
distinction purement theorique n'a aucun inter^t 
pratique. Pratlquement, on confond toujours les 
nombres absolus et les nombres positifs : 3 est la 
m^me chose que -j- 3* 

6. Addition. Somme de deux nombres. — 
L'additlon des nombres positifs et negatifs doit 6tre 
definie de maniere a donner la solution des m^mes 
problemes pratiques que Taddition des nombres 
positifs (ou absolus). 

Lorsque Ton utilise les nombres positifs ou nega- 
tifs pour mesurer des grandeurs d'une espece deter- 
minee, il est n^cessaire de donner une definition 
concrete de I'addition pour ces grandeurs et de 
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verifier que les regies de Taddition que nous allons 
donner concordent avec cette definition concrMe. 

II en sera toujours ainsi dans les cas que nous 
etudierons; si, pour certaines grandeurs, il n'en 
etait pas ainsi, cela prouverait que Ton n'a pas le 
droit d'utiliser, pour les mesurer, les nombres 
positifs et negatifs*. Pour ajouter deux nombres, 
on utilisera la regie suivante : 

R^GLE. — Pour obtenir la somme de deux nont" 
bres de mSme signe, on ajoute leurs i^aleurs ahsolues 
et Von affecte la somme du signe commun; pour 
obtenir la somme de deux nombres de signes con- 
tr aires ^ on retranche la plus petite 9aleur absoluede 
la plus grande et on affecte la difference du signe de 
la plus grande, 

ExEMPLBs. — On a, d*apres cette regie : 

3-4-(~4) =-1 
125 -h(-- 210) = — 85 

— 3 25o-h(— 3) = — 3253 

— I 000 -h 2 -==.' — 998 

— I GIG -h 2000 =990 

i34-+-(— i34) = G. 
Les nombres tels que i34 et — 134 dont la 

I. II est clair, en efFet, que les mots n'ont aucun pouvoir mys- 
t6pieux par cux-m^mes et ne sauraient creer la realite ; il ne suffit 
pas d'appeler certaines grandeurs positives et certaines autres 
grandeurs negatives pour qu'elles se combinent entre elles suivant 
les lois que nous allons donner; c'est parce qu* elles se combinent 
d*apr^s ces lois qu'on a le droit de les appeler positives et nega- 
tives. Toutes les fois que Ton sera en presence de choses nouvelles, 
rien ne pourra remplacer leur etude directe prdalable; c'est seu- 
lement apres cette etude que Ion peut, s'il y a lieu, utiliser pour 
aller plus loin I'instrument particuli^rement commode qu'est 
I'Algebre. 
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somme est 6gale a zero sont dits nombres opposes; 
on dit aussi qu'ife sont egaux en \>aleur absolue et 
de signes contraires (etparfois, incorrectement, qu'ils 
soDt egaux et de signes contraires]. 

7. Somme de plusieurs nombres. — La somme 
de plusieurs nombres est, par definition, le resultat 
final que Ton obtient, lorsque Ton ajoute le second 
au preimer, le troisi^me a la somme obtenue, le 
quatrieme a ta nouvelle somme, et ainsi de suite 
jusqu'a epuisement de tous les nombres donnes. 

La regie de Taddition de plusieurs nombres doit 
done 6tre une consequence de la regie de Taddition 
de deux nombres; nous demontrerans a cet ^gard 
le theoreme suivant : 

Thboreme. — Pour calculer la somme de plusieurs 
nombres y on peutproceder comme ilsuit : additionner 
les nombres positifs ; additionner les s^aleurs absolues 
des nombres negatifs; retrancher la plus petite de 
ces sommes de la plus grande, et donner au resultat 
le signe des nombres qui ont fourni la plus grande. 

Pour d^montrer ce theorfeme, nous observerons 
qu'il se r^duit a la regie donn^e plus haut lorsqu'il 
n'y a que deux nombres; il nous suffit done de 
faire voir que, s'il est vrai dans le cas de n nom- 
bres, il est vrai dans le cas de n + i . 

Supposons done que nous ayons n nombres, que 
la somme des nombres positifs soit 4^9 que la 
somme des valeurs absolues des nombres negatifs 
soit 3o et que nous voulions ajouter a ces n nom- 
bres le /I + i**™° nombre — 5o. D'apres la definition 
de la somme de /i -j- * nombres, nous devons ajouter 
— 5o a la somme des n premiers nombres, c'est-a- 
dire a + i5, difference de 45 et de 3o affectee du 
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signe -|-' puisque 4^ ^st la somme des nombres 
positifs, D'apres la regie de Taddition de deux nom- 
bres, on a : 

,5-4_(_-5o) = — 35. 

II faiit prouver que Ton arrivera au m^me r^sul- 
tat en appliquant a la somme des n -f- i nombres 
donnes, la r^glequi r^sulte du theor^me; la somme 
des nombres positifs est 4^ ; 1^ somme des valeurs 
absolues des nombres negatifs est 3o -f- 5o = 8o ; 
nous devons retrancher 45 de 8o et donner a la dif- 
ference le signe — ; nous trouvons bien — 35; 
c'est une verification. 

On aura une demonstration en utilisant un theo- 
reme d^arithmetique sur la possibilite d'effectuer 
Ics operations dans un ordre quelconque, pourvu 
qu'elles soient possibles, dans une suite d'addi- 
tions et de soustractions (voir Arithmetique, pre- 
mier cycle, p. 19). On a, en effet : 

5o — (45 — 3o) = 5o — 1 5 

= 5o — 45-l-3o 

= 5o -I- So — 45 = 80 — 45. 

On doit done obtenir le m^me r^sultat par les 
deux procedes : celui qui r^sulte de la definition et 
celui qui resulte du theoreme. 

Dans le cas que nous venons d'examiner, la somme 
des n premiers nombres etait positive, le /i + i**"® 
negatif et la somme des n -f- i nombres negative ; 
on examinerait de la mSme manihre les autres cas 
qui peuvent se presenter ; de la resulterait la demons- 
tration complete du theoreme. 
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ce th^orfeme on deduit immediatement les 
laires suivants. 

ROLLAins I. — La somme de plusieurs nombres 
ange pas quand on intervertit leur ordr-e. 
BOLLAiBB II. — On ne change paa la valeur 
somme en remplacant plusieurs de ses par- 
'ar leur somme effecliiee. 

ApplicationB d© I'addition- — Pour pouvoir 
quer a des exemplea concrets lea regies de 
ition, il suHit de demontrer que la r^gle de 
ition de deux nombres fournit un resultat con- 
int avec la definition concrete, puisque la rfegle 
idditton de plusieurs nombres en est une con- 
jnce '. 

us n'entrerons pas dans le detail de cette 
cation; c'est la resolution de probl^mes con- 
par deux m^thodes : la m^thode directe, qui 
te dc la consideration immediate des objets, et 
ethode algebriquc, qui fournira aux elfeves la 
leure verification et leur donnera la confiance 
ssaire dans les regies de I'Algebre. 
ippelons simplement une formule fondamen- 
A, B, C etant trois points quelconques d'un 
on a toujours : 

; formule peut fitre regard^e comme la defini- 
te la somme des segments AB et SC, places 

[oii9 avona auivi dnns I'AlgJbre (prcmici' cjclej el les riotioni 
'bre {dans I'Arithmitiqiie, 3i*nir A) une marchc Inverse, plus 
ntoire, en donnant une He inon strati on coner*tP, dans chaquo 
articulier, des rftglea dc I'additioii de doui oo plaiicari iiom- 
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de telle maniere que Torigine du second coincide 
avec rextr^mite du premier; mais il est necessaire 
alors de verifier que cette definition concrete con- 
duit bien a un resultat conforme a la regie donn^e 
plus haut. 

La formule (i) a lieu aussi si Ton designe par 
A, B, C trois 6poques quelconques et par AB Tin- 
tervalle de temps qui separe A de B, cet intervalle 
6tant regarde comme positif ou negatif suivant 
que B est post6rieur ou anterieur a A. 

9. Soustractioxi. — La soustraction est Topera- 
tion inverse de Taddition. Retrancher un nombre 
d'un autre c'est en tr ouster un troisieme qui, ajoute 
an premier y reproduit le second. 

Regle. — Pour retrancher un nombre quel-' 
conque, il suffit d^ajouter le nombre oppose. 

Cette regie est une consequence des coroUaires 
de la page 16 et de la definition de la soustraction; 
nous voulons prouver que Ton a par exemple : 

il suffit de montrer d'apres la definition de la sous* 
traction que I'on a : 

8-hi5-+-(— i5) = 8. 

Or cela est une consequence du coroUaire cite, 
car Ton a : 

i5-|-(— i5) = o 

et regalite a demontrer se reduit par suite a : 

8-4-0 = 8. 
La soustraction se ramene done a Faddition; soit, 

BoREL. — Alg^bre, 2* cycle. 1 
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par exemple, a eflfectuer le calcul de Texpressioii : 

4 - (— 5) -4- (— 7) — (-h 4) — (— 3) -h I a. 

On pourra Tecrire : 

4 -4- 5 -4- (— 7) -h (— 4) -4- 3 -4- 1 2, 

de maniere qu'il n*y ait plus que des additions a 
eflfectuer; et Ton appliquera les regies que nous 
avons donnees pour I'addition. Les theoreraes 
demontres pour le cas d*additions successives s'ap- 
pliquent aussi dans le casde soustraction ; en par- 
ticulier, on ne change pas le resultat final en inter- 
vertissant Vordre des operations ; on a, par exemple : 

4_(_3)-(-(_5)-(-7) = 4-(-7)-(-3)-4-(-5). 

Remarque. — Lorsque Ton d^signe les nombres 
par des lettres, il pent arriver qu'une lettre, telle 
que a, designe un nombre negatif, tel que — 3; 
alors le symbole — a signifiera que Ton doit 
retrancher — 3, c'est-a-dire que Ton doit ajouter 3; 
il ^quivaut done a -j- 3. D'line maniere generale^ 
— a designe toujours le nombre oppose au nombre a. 
On se trouve amen6 ainsi parfois a superposer, en 
quelque sorte, plusieurs signes — ; il resulte des 
explications que nous avons donnees que deux 
aignes -^ peuvent 6tre supprimes (ou remplaces 
par un signe -{-» c® ^^^ revient au m6me). Ainsi 
lorsque a designe — 3, — a designe — ( — 3), c'est- 
a-dire -f- 3; si Ton doit retrancher — a, cela revient 
a ajouter a, c'est-a-dire a retrancher 3. Dans ce 
dernier cas, nous avions trois signes — ; si Ton en 
supprinie deuXy il en subsiste un. 
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ExEMPLE I. — Calculer V expression : 

oil Von suppose : 

az=z\o h'=z — 4 c=3 dz=. — 7. 

On obtient : 

io-H4H-3-H7 = ^4- 

II. — Calculer I* expression : 

-a-{-b]+{-c)-[-d), 

oil Von suppose : 

a = 4 3 = — 6 c = — 3 d:=.f]. 

On obtient : 

— 4 — 6h-3-H7 = o. 

10. Th^pr^mes but la soustraction. Theoreme I. 
— Pour reirancher une somme d'un nombre, il suffit 
d^en retrancher successis>ement les dis>erses parties 
de la somme. 

On a, par exemple : 

4-[5-H(-3) + (-7) + >]=4~5~(-3)~(-7)-a 

= 4 — 5-h3iH-7— 2. 

Ce theoreme resulte immdcjiatement de la defini- 
tion m^rae de la soustraction j car, en ajoutant au 
second membre la somme qui figure entre crochets 
au premier membre, on obtient bien 4 ; i^ suffit, 
pour faire cette addition, d'utiliser les corollaires 
de la page i6; les termes +5, — 5; — 3, +3, etc., 
se detruisent deux a deux 
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Xjernme. — Lorsqu'un nombre est egal a la somme 
de plusieurs autres, le nombre oppose est egal a la 
somme des nombres opposes. 

Ce lemme est line consequence immediate du 
theoreme de la page i4; on pent aussi le deduire 
du theoreme precedent en observant que le nombre 
oppose a un nombre donne s'obtient en retranchant 
ce nombre de zero. 

Theor£:mb II. — Pour retrancher d'un nombre la 
difference de deux autres il suffit £en retrancher 
le premier et d'ajouter le second au resultat obtenu. 

On a, par exeiAple : 

_5-_[6 — (— 3)] = — 5 — 6h-{— 3). 

Car le nombre oppose a 6 — (-—3), c'est-a-dire 
a 6 + 3 est— 6 + (—3). 

On conclut des theoremes precedents que toute 
parenthese precedee du signe -f- peut 6tre sup- 
primee, tandis que, si Ton supprime une parenthese 
precedee du signe — , il faut changer les signes qui 
precedent les nombres places a son interieur. 

Dans Tapplication de la regie pratique qui pre- 
cede, on doit avoir grand soin d'observer que dans 
le cas oil plusieurs signes se trouvent superposes 
devant un m6me nombre, il ne faut changer que 
Vun d'eux, 

Soit, par exemple, a calculer Texpression sui- 

vante : 

5 _[,_(_ 3)]. 

On obtiendra : 

5 — a + (— 3); 
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on a eu soln de changer Tun des signes — qui pr6- 
cedaient 3, mais on n'a pas chang^ les deux. Pra- 
tiquement, d'ailleurs, on evitera le plus possible 
ces superpositions de signes, en effectuant imme- 
diatement les operations indiquees. 

II. Multiplication. Definition. — On appelle 
produit de deux nombres positifs ou negatifs^ un 
nombre dont la s^aleur absolue est egale au pro- 
duit des s>aleurs absolues des facteurs et qui, de 
plus, est positif dans le cas oii ces facteurs sont 
de mSme signe, negatif dans le cas ou ces facteurs 
sont de signes contraires. 

D'apres la definition. Ton a : 

3x 5 = i5 

3X(— 5) = — i5 

— 3x 5 =— i5 

— 3x(-5)= i5. 

Produit de plusieurs facteurs. — Le produit de 
plusieurs facteurs est, par definition, le resultat 
final que Ton obtient lorsque Ton multiplie le 
premier par le second, le produit obtenu par le 
troisieme, le produit obtenu par le quatrifeme, etc. 

Ainsi soit le produit : 

— aX/|X(— 5)X6X(— 3)Xa. 

L'on a, d'apres la definition : 

— 2X4 = — 8; — 8x(— 5) = 4o; 40X6 = 240; 
240 x( — 3) = — 720; —720X2 = — 1440; 

le produit considere a done pour valeur — i44o. 
Signe du produit de plusieurs facteurs. — 
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Lorsqu'on effectue le produit de plusieurs facteurs 
d'apres la regie pr^cedente, on voit que chaque 
facteur negatif entraine un changement de signe, 
tandis que chaque facteur positif n'en entraine 
pas. On en conclut que le signe du produit ne 
depend que du nombre des facteurs negatifs; si ce 
nombre est pair ou nul, le produit est positif; si ce 
nombre est impair, le produit est negatif. 

Theorems. — La s^aleur d^un produit de plusieurs 
facteurs ne change pas lorsqu'on inters^ertit Vordre 
des facteurs. Pour d^montrer que la valeur du pro- 
duit ne change pas, il suffit de faire voir que la 
valeur ahsolue reste la m^me et que le signe reste 
aussi le m^me. Or, la valeur absolue du produit est 
egale au produit des valeurs absolues des facteurs; 
d'apres un theoreme d'arithm^tique, elle ne depend 
pas de leur ordre. Quant au signe, il ne depend 
que du nombre des facteurs negatifs; le theoreme 
est done demontre. 

12. Propriete distributive de la multiplication. 
Theoreme. — Pour multiplier une somme par un 
nombre, il suffit de multiplier les parties de la 
somme par ce nombre et d^ajouter entre eux les 
resultats obtenus. 

Soit, en effet, a multiplier par — lo la somme : 

5-h(— 3)^-(— 8) + 2-4-(— i5). 

Nous Savons (p. i4) que, pour calculer cette 
somme, il suffit de faire la somme des nombres 
positifs, ce qui donne ici 5-f-2=:^, de faire la 
somme des valeurs absolues des nombres negatifs, 
ce qui donne ici 3 -f- 8 -|- i5 = 26, de retrancher la 
plus petite de ces sommes de la plus grande, ce 
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qui donne 26 — 7 = 19 et de donner au resultat le 
signe de la plus grande; la somme est done — 19, 
dont le produit par — 10 est 190. Nous voulons 
demontrer que Ton arrivera au m^me resultat en 
suivant la marche qu^ndique T^nonce du theo- 
reme. 

Dans ce but ecrivons la somme obtenue en mul- 
tipliant par — 10 les diverses parties de la somme 
donn^e; e'est : 

— 5o -4- 3o H- 80 -+- ( — 20) -h 1 5o. 

Comme le multiplicateur est negatif, les signes 
de tons les termes ont ^te changes. 

Pour calculer cette seconde somme, nous devons 
faire la somme des nombres positifs; or ces nom- 
bres positifs sont pr^cisement ^gaux aux produits 
par 10 des valeurs absolues des nombres negatifs 
dans la somme primitive ; on a : 

3oH-8o-H i5o = 3Xio-}-8x loH- i5x 10 

= (3h-8h- i5)Xio = 26x 10= 260. 

Nous utilisons le theoreme d'arithmetique dont 
Tenonce est le m^me que celui du theoreme a 
demontrer (mais oil Ton suppose que tons les 
nombres sont positifs). 

De m^me, Ton a : 

5o H- 20 = (5 H- 2) I o =: 7 X I o = 70. 

II se trouvait que la somme 26 des valeurs abso- 
lues des nombres negatifs etait superieure a la 
somme 7 des nombres positifs ; le produit 260 dc 
26 par 10 est par suite superieur au produit 70 de 
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7 par lo; nous devons done retrancher 70 de 260; 



^r- on a : 



260 — 70 = 26X10 — 7X 10 = (26 — 7) 10 = 19X 10. 



Nous utillsons ici le theoreme d'arithmetique sur la 
multiplication d'une difierence par un nombre. 

Le theoreme enonce est done demontre dans le 
cas ou la somme proposee est negative, ainsi que 

g- le multiplicateur ; on 6tudierait de m^me les autres 

cas qui peuvent se presenter et dans lesquels la 
demonstration est encore plus simple. Le theo- 
reme est done general. 

On exprime la propriel6 qui resulte de son 
enonc^ en disant que la multiplication est distribu- 
twe par rapport a Taddition. 

I' La soustraction se ramenant a Taddition, la mul- 

tiplication est aussi distributive par rapport a la 
soustraction; en d^signant par a, by c, d, m, des 
nombres positifs ou negatifs, on a : 



[a — b — c-\-d) m=. am — bm — cm -t- dm, 

|4^ La regie de la multiplication, comme celles de 

Faddition et de la soustraction, doit ^tre justifi^e 
par des exemples concrets; 11 est necessaire de 
faire voir que cette regie permet d'obtenir la solu- 
tion exacte des problemes dans lesquels on rutilise. 
Cest ce que montre Tetude du mouvement uni- 
forme. 

1 3. Division. — La division est Foperation 
inverse de la multiplication. Diviser un nombre par 
un autre, c'est en trouver un troisieme dont le pro- 
duit par le second soit egal au premier. 
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Par exemple : 

i2:(— 4) = — 3 car (— 3) X (— 4)= 12. 

La regie de la division est une consequence imme- 
diate de la regie de la multiplication. 

Regle. — Le quotient de deux nombres a pour 
{>aleur ahsolue le quotient de leurs s^aleurs absolues 
ety depluSy estpositifou negatif suivant que ces deux 
nombres sont de mSme signe on de signes contraires. 

EXEMPLES : 

(-!'.): (-4) = 3 

(— 3o) : 6 = — 5 

3o : (—6) = — .5. 

1 4- Fractions alg^briques. — On appelle quel- 
quefois fraction algebrique * le quotient indique de 
deux nombres positifs ou negatifs. 

Par exemple, voici des fractions algebriques : 

— 3 — 6 7,2 

—4' =75' ^4* 

Les valeurs de ces fractions sont, d'apres la rfegle 
de la division : 

3 6 7,2 

~4' 5' "T" 

Theorems. — On ne change pas la sfaleur d'une 
fraction algebrique en multipliant ou dis^isant ses 
deux termes par un mSme nombre. 

En effet, on ne change pas la valeur absolue, 

I. Nous adoptons cette expression parce qu'elle figure au pro- 
gramme. 
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d'apres la proposition analogue de rarithmetique ; 
quant au signe, il ne change pas si Ton multiplie 
ou divise par un nombre positif, car les signes des 
deux termes restent les m^mes; et il ne change pas 
non plus, si Ton multiplie ou divise par un nombre 
n^gatif, car les signes des deux termes changeant 
alors tons deux, le signe de leur quotient reste le 
m6me. 

De la proposition precedente on conclut qu'il est 
possible de r^duire plusieurs fractions au m^me 
denominateur par la m^me regie qu'en arithme- 
tique. 11 en resulte que, pour etudier Taddition ou 
la soustraction des fractions, on peut se borner aux 
fractions qui ont m^me denominateur. 

Regle. — Pour aj outer ou retrancher plusieurs 
fractions ay ant un mime denominateur ^ il suffit 
d'ajouter ou retrancher les numerateurs et de donner 
au resultat le denominateur commun. 

Ainsi, a, i, c, rf, /w, etant des nombres positifs 
ou negatifs, on a : 

abed a — b — c-^d 



m ni m m m 



Demonstration de la regle. — Pour demontrer 
cette regie, il nous suffit de multiplier par m les deux 
membres de Tegalite precedente. S'ils sont egaux, 
ils resteront egaux; s'ils sont inegaux, ils resteront 
inegaux; c'estune consequence de la regie de la mul- 
tiplication. Nousavons done a demontrer I'^galite 

fa b c d\ fa — b — c-{-d\ 

( — — 1 )/w = l I m. 

\m m m mt) \ m J 

II suffit d'appliquer la regie relative a la multipli- 
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cation d'une somme ou difference par un nombre m; 
on obtient : 

a — b — c-t-c? = a — h — c-|-rf 

ce qui est exact. 

1 5. Multiplication des fractions. R£;gle. — Le 
produit de deux fractions est une fraction ay ant 
pour numirateur le produit des numerateurs et pour 
denominateur le produit des denominateurs , 

Exemples : 

3 5 i5 



X — z = 



3 —5 — 15 



X 



— 4 6"-— 2^ 

3 —5 — 15 



X — 7? = 



— 4-^ — 6— 24* 

DEMONSTRATION DE LA REGLE. — D'opres la defini- 
tion de la multiplication, la valcur absolue du pro- 
duit est egale au produit des valeurs absolues des 
facteurs ; il en est bien ainsi lorsqu'on suit la regie 
indiquee. II suffit done de montrer que le signe 
obtenu est le bon ; c'est ce que Ton verifie en exa- 
minant successivement tons les cas possibles; par 
exemple, dans le premier exemple donne, les deux 
facteurs sont negatifs et le produit est positif, ce 
qui doit ^tre, etc. 

i6. Division des fractions. R^gle. — Le quo- 
tient de deux fractions s'ohtient en multipliant la 
fraction dis^idende par la fraction di^iseur rens^ersee. 

Exemples : 

3.--5_ 3 — 6_ -~i8 
4*— 6— 4X — 5 — — 2o' 



28 ALG^BRB 



3 ^6 — l8 



X 



— 3 , ^_zil Zl5^ ll 

Justification db la regle. — - La regie se justifie 
commc celle de la multiplication. 



III. APPLICATIONS DES NOMBRES POSITIFS 
ET NEGATIFS. MOUVEMENT UNIFORME 

17. Determination d'un point sur un axe. — 
Nous avons deja dit que Ton appelle axe une 
droite sur laquelle on a fix^ un sens positif, le 
sens oppose etant des lors appele sens negatif. 
Etant donne un axe, si Ton connalt la position 
d'un point A sur cet axe, pour connaitre la posi- 
tion d'un autre point B, il suffit de connaitre la 
valeur du segment AB (et I'unite de longueur). 
II est commode, pour fixer la position d'un point 
sur un axe, de donner sa distance a un point fixe, 
toujours le m^me, qu'on appelle origine des ab- 
scisses et que Ton designe generalement par la 
lettre O; par definition, la distance du point A au 
point O est la valeur algebrique du segment OA; 
on dit que c'est Tabscisse du point A. 



B 

Fig. 2. 



Ainsi, sur la figure 2, Tabscisse du point A est 3; 
Tabscisse du point B est — 2, comme on le voit de 
suite, grace aux traits equidistants qui y sont 
figures. En resum6 : 
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Dj^FiNiTiON. — Etant donnes un axe, un point 
fixe O siir cet axe ^ et une unite de longueur y tabscisse 
d'un point A de Vaxe est la {^aleur algebrique du 
segment OA. 

1 8. Variations de rabscisse. — Lorsque le 
point A se deplace sur I'axe, son absclsse varie; a 
chaque position du point correspond une valeur et 
une seule de Tabscisse, et reciproquement a tout 
nombre positif ou negatif correspond un point 
et un seul dont Tabscisse est egale a ce nombre. 

Etudions les variations de Tabscisse lorsque le 
point A partant d'un point tres eloigne dans la 



A, A^ Aj Ai, Aj A^ 

Fig. 3. 

direction negative, se deplace constamment dans le 
sens positif, occupant successivement les positions 
Aj, Aj, A3, A^, Ajj, Ag (fig. 3). L'abscisse du point A^ est 
6gale au segment OA^ ; c'est un nombre negatif dont 
la valeur absolue est la longueur OA, ; cette valeur 
absolue est d'autant plus grande que A, est plus 
eloigne du point O. Lorsque le point vient en A^, 
puis en Ag, Tabscisse reste negative, mais sa valeur 
absolue devient de plus en plus petite ; elle devient 
nulle lorsque le point A se confond avec le point 0. 
Si le point A continue a se deplacer dans le m^me 
sens, Tabscisse devient positive, d'abord tres petite, 
puis de plus en plus grande (positions A^, A,, A^). 

On con\>ient de dire quun nombre a est superieur 
a un nombre i, ou plus grand que b, lorsque la dif- 
ference a — b est positis^e; et Von exprime ce fait en 



a> b 
ou 

a - ft > o. 

Par exemple on a : 

7 > 4. 
car J — 4=3 est un nombre positif. On a, de 

7>— *. 

car 7 — ( — 4);= 'I est un nombre peokiE. On a 
enfin : 

— 4> — 7. 
car — r4 — ( — 7) = — 4 + 7 = 3 est un nombre 
positif. 

La definition que nous avons donnee coincide 
done avec la definition arithmetique lorsque <i et £ 
sont tous deux positifs; lursqu'il n'en est pas ainsi, 
on en deduit la regie suivante. 

RjiGLE. — Lorsque a est positif ei h mgatif, on a 
to uj ours : 

a>b, 

lorsque a el b sont tous deux negatifs, on a : 
a>b, 

dans le cas et dans le cos seulement oil la valeur 
absolue de a est in/erieure a la valeur absolue de h. 
La representation d'un nombre par le point dont 
I'abscisse est egale a ce nombre fournit une image 
simple qui explique et legitime ces definitions. 
Designons par A le point dont I'abscisse est a et 
par B le point dont I'abscisse est b; on verifie sans 
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peine (fig. 4) que si Ton a Tinegalite 

a> b, 

il en resulte que A est, sur notre figure, a droite 

de B , e'est-a-dire 

est, par rapport a 

B, dans la direction 

positive (puisque 

nous avons choisi 

comme sens positif 

le sens de gauche a 

droite). Nous arons 

fait la figure dans 

les trois cas differents qui peuvent se presenter : a 

et b positifs; a positif et b n^gatif; a ei b n6gatifs. 

En tenant conipte de cette definition on pent 
r^sumer comme il suit ce que nous avons dit sur la 
variation de Tabscisse. 

R^GLE. — Lorsqne le point A se deplace dans le 
sens positif^ son abscisse s^a constamment en crois^ 
sant, c^est'd-'dire prend des s^aleiirs de plus en plus 
grandes, 

Sur la figure 3, on a, par exemple : 



• 
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A 




A 



Fig. 


4. 







OA, > OA5 > OA, > OA, > OA, > OAj. 

Remarque. — Le nombre zero est superieur a tous les 
nombres ndgatifs; g^om^triquement, le point origine O est 
& droite de tous les points d'abscisse negative (lorsque le 
sens positif est le sens de gauche a droite). 

19. Distance de deux points. — PROBLfeME : Etant 
donnees les abscisses de deux points^ calculer leur 
distance. 
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Soient A et B les deux points donnes; d^signons 
par a et b leurs abscisses, c'est-ii-dire posons : 

OA = a; OB = b. 

Nous voulons calculer le segment AB ; nous 
savons que Ton a : 

XB = AOh-OB. 

On a d'ailleurs : 



A0 = — 0A=— a 



0B = ^. 
II en resulte done :^ 



AB= — a-h b = b — a. 

Telle est la formule qui donne la distance de 
deux points; on peut la traduire en langage ordi- 
naire comme il suit : 

Regle. — La distance de deux points Pl et ^ 
situes sur un axe est egale a Vabscisse du second B 
diminuee de Vabscisse du premier A. 

II ne faut pas perdre de vue que la distance AB 
ainsi definie est positive ou negative suivant que la 
direction de A vers B est elle-m^me positive ou 
negative. 

Bien que cette regie, ayant ete demontree, n'ait 
pas besoin de verification, nous allons, vu sa tres 
grande importance, donner de nombreux exemples. 

EXEMPLE I. 



B A 

Fig. 5. 

0A = a = 3; 0B = * = — -2. 

AB = — a — 3 = — 5. 
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EXBMPLE II. 







B 

Fig. 6. 



OA = rt = — H; 0B = ^ = 2. 

AB = 2 — (— 3) = 5. 

EXBMPLR III. 

I »  I III I t 

A B 

Fig. 7. 

OA=za=i — G; OBz=^= — /, 

AB = — 4— (— 6) = 2. 

EXBMPLB IV. 

.... I .- I I  > .1 I  .. 

B A 

Fig. 8. 



AB = ~3 — (— i) = — 2. 

20. Determination d'un ^venement dans le 
temps. — Pour determiner la position d'un evene- 
ment dans le temps, on choisit une 6poque bien 
determinee, que Ton appelle origine des temps, et 
une unite de temps. La date de chaque evenement 
est alors representee par un nombre positif si 
Tevenement est posterieur a Torigine des temps, 
negatif s'il est anterieur *, et dont la valeur absolue 

I. II est clair que Ton poiirrait theoriquement faire une con- 
vention de signe oppos^e ; ccUc que nous indiquons est g^n^rale* 
ment adoptee. 

BoRKL. — Algebre, 2' cycle. 3 
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est egale a la mesure de rintervalle de temps qui 
separe cet evenement de rorigine. 

2 1 . Intervalle qui separe deux ev^nements. — 
Lorsque Ton connait les epoques de deux eve- 
nements A et B, rintervalle de temps qui les separe 
est 6gal a Tepoque de B, diminuee de Tepoque 
de A. L'intervalle ainsi obteuu est positif si A est 
anterieur a B, et negatif si A est posterieur a B ; 

on pent le designer par AB. 

22. Ghangement de rorigine des abscisses. — 
II arrive frequemment qu'il est necessaire de 
changer I'origine des abscisses, c'est-a-dire, con- 
naissant les abscisses de divers points d'un axe, 
I'origine etant O, de calculer les abscisses de ces 
memes points, Torigine etant un autre point 0' de 
Taxe. 

II est evidemment necessaire pour cela de con* 
naitre la position de O' par rapport a O; on doit 
done supposer connue la mesure du segment 00', 
c'est-a-dire Vabscisse de la nouvelle origins par rap- 
port a Vancienne, 

II suffit alors (fig. 9) d'appliquer la formule : 



OA == 00' 4- O'A, 



Fig. 9. 



On en deduit : 



0'A = OA — OO', 
c'est-a-dire que Ton a la regie suivante 






T 
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Regle. — Uahscisse d*un point Ky par rapport a 
la nouvelle origine^ est egale a Vabscisse de A par 
rapport a Vancienne origine, diminuee de Vabscisse 
de la noiwelle origine par rapport a Vancienne. 

Si Ton designe par a Tabscisse de A par rapport 
a O, par a' Tabscisse de A par rapport a O'et par d 
Tabscisse de O'par rapport a O, on a la formule fon- 
damentale : 

a' =: a — d, 

qu'il faut aussiconnaitre sous la forme equivalente : 

23. Ghangement de Torigine des temps. — II 
est aussi tres important de savoir changer Toriginc 
des temps ; la regie est evidemment la m6me ; nous 
nous contenterons de I'enoncer. 

Regle. — L'epoque d*un es^^nement par rapport a 
la nous>elle origine est egale a son epoque par rap^ 
port a Vancienne, diminuee de Vepoque de la non^ 
{felle origine par rapport a Vancienne. 

24. Definitioii du mouvement uniforme. — 
Considerons un point A qui se deplace sur un axe; 
on dit que le mouvement du point A est uniforme 
lorsque les espaces qu'il parcourt dans des temps 
egaux sont toujours egaux, quels que soient ces 
temps egaux. Ainsi Fespace parcouru pendant une 
heure est toujours le m6me, Tespace parcouru pen- 
dant une minute est toujours le m^me, Tespace par- 
couru pendant une seconde est toujours le m^me. 

Dans cette definition, il ne faut pas perdre de 
vue que le point A se deplace sur un axe^ c'est- 
a-dire que des espaces ne sont consideres comme 
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egaux que s'ils sont egaux en valeur absolue et de 
meme signe, 

Un promeneur qui marche d'un pas egal sur une 
route se deplace a peu pres d'un mouvement uni- 
forme, sHl se dirige toujours dans le m4me sens; 
il n'en est pas de m^me s'il se promene de long 
en large dans un corridor. 

On appelle i^itesse d'un mouvement uniforme I'es- 
pace parcouru pendant Tunite de temps. 

Pour determiner la vitesse il est done necessaire 
de connaitre : i* le mouvement; 2** le sens choisi 
comme sens positif ; 3® Tunite de longueur; 4° I'unite 
de temps. 

II resulte de la definition de la vitesse que c'est 
un nombre positif ou negatif suivant que le mobile 
se deplace dans le sens positif ou dans le sens 
negatif. 

Lorsque Ton donne la vitesse d'un mobile, on 
fait souvent connaitre les unites de longueur et de 
temps : on dit par exemple que la vitesse d'un auto- 
mobile est de 3o^" a I'heure. On pourrait dire 
aussi : la vitesse est 3o, les unites choisies 6tant le 
kilometre et I'heure; il reviendrait au m^me de 
dire : la vitesse est 5oo, les unites choisies etant 

le metre et la minute; ou la vitesse est 833 q, les 

unites etant le centimetre et la seconde; car par- 
courir So**™ en une heure revient a parcourir 
5oo metres en une minute^ et a parcourir 833 cen- 

tim^res n en une seconde. 

Nous n'insisterons pas sur la theorie de ces chan- 
gements d^ unite; il est bon de se familiariser d'abord 
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avec leur pratique usuelle. Contentons-nous de savoir 
que les unites de temps et de longueur dolvent tou- 
jours avoir ete fixees d'une maniere precise et bien 
connue. 

25. Equation du mouvement uniforme. — Pro- 
posons-nous de determiner quel est I'espace e par- 
couru pendant un temps t, la vitesse etant s>. Si t 
est un nombre entier, par exemple 12, on pourra 
raisonner comme il suit : pendant le temps i , I'es- 
pace parcouru est, par definition, egal a v; Tespace 
parcouru pendant le temps 12 est egal a Tespace 
parcouru pendant 1 2 intervalles de temps egaux a i ; 

on a done : 

e = 12 t', 

ou, plus generalement : 

e = vt. 

Uespace est egal au produit de la vitesse par le 
temps. Telle est la formule du mouvement uni- 
forme, qu'on appelle aussi V equation du mouvement 
uniforme. 

Nous avons demontre cette Equation en suppo- 
sant que t soit un nombre entier ; si t est une trac- 
tion, telle que — , on remarquera que les espaces 
parcourus pendant des intervalles de temps egaux a 
- sont egaux, d'apres la definition du mouvement 

uniforme; dans 7 de ces intervalles de temps, c'est- 
a-dire pendant Tunite de temps, Tespace est egal a 
f d'apres la definition de la vitesse; Tespace est 

done egal a - dans chacun de ces intervalles et a 



1 3 fois - pendant 1 3 de ces intervalles, ^gaux chaciin 
a ~. LVspace parcouru pendant le temps ( = — est 

done , ce qui est d'accord avec la formule : 

7 ^ 



Dans cette demonstration, nous avons suppose 
t positif; i1 en resulte que c a le m6me signe que c, 
ce qui est d'accord avec la remarque que nous avons 
faite sur le signe de la vilesse. Si la vitesse est posi- 
tive, I'espace est positif, le mobile s'cst d^place 
dans le sens positif, a parcouru uu segment positif; 
c'est le contraire si la vitesse est negative. 

Supposons maintenant que t soit negatif. Que 
doit-on entendre par Vespace parcouru en tin temps 
negalifP Ai'epofiue actuelle le mobile est en A; it 
I'epoque — 3, c'est-ii-dire il y a 3 secondes, si la 
seconde est I'unit^ de temps, il etait en B; nous 
disons que le segment AB est I'espace qui correspond 
au temps — 3; c'est le segment qu'il faut parcourir, 
pour, de la position actuelle, aller ii la position 
occupee a I'epoque — 3; de mfime que I'espaee par- 
couru pendant le temps -|- 3 est le segment qu'il 
faut parcourir pour, de la position actuelle, aller a 
la position occupee ii I'epoque -|- 3. 

Quelle est la valeur algebrique du segment AB? 
EUe est opposee a celle du segment BA; or ce seg- 
ment BA, parcouru pendant le temps 3, est ^gal 
it Sv; on a done : 

AB = — S.', 
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c'est-a-dire, dans ce cas encore : 

On pent remarquer que, t etant negatif, si la 
Vitesse est positive, AB est un segment negatif, 
puisque le sens du mouvement est le sens de B vers A ; 
si, au contraire, la vitesse est negative, AB est un 
segment positif. 

On se rend ainsi compte des raisons concretes des 
regies de la multiplication des nombres positifs et 
negatifs; la generalite de T^quation du mouvement 
uniforme justifie ces regies, et, a defaut d'autres 
raisons, Tetude des problemes sur le mouvement 
uniforme aurait suffi pour conduire a les imaginer. 

26. Forme plus generale de requation du mou- 
vement uniforme. — Dans les problemes que Ton 
se pose au sujet du mouvement uniforme d'un ou 
de plusieurs mobiles sur un axe, on a souvent a 
resoudre la question suivante : connaissant Vabscisse 
du mobile a une certaine epoque, calculer cette abscisse 
a une autre epoque. 

Solution. — Designons par t^ Tepoque a laquelle 
on connaitTabscisse du mobile, soit j;^j cette abscisse; 

Ao A, 

Fig. 10. 

le mobile est en A^^; on se propose de determiner 
Fabscisse x^ du point A^ ou se trouve le mobile a 
Tepoque t^. 

Or, on a, d'une part : 



OA, = OA,-+-AA 



tre part : 

I est I'espace parcouni pendniit le temps 
temps posilir si f, designe une epoqtie pos- 
; a ^g et negatif dans le cas contraire). 
done, puisque OA, r:^^^; OA;,^^^ : 

1 est la forme plus g^n^rale que Ton peut 
a I'equation du mouvement uniforme. Dans 
rmule x^ designe I'abscisse qui correspond a 
e (j et J-, I'abscisse qui correspond a I'epoque 
^poques sont tout a fait quefconques. 
s avoir 6tudi6 les equations du premier degre, 
indra compte combien I'equation du mouve- 
iniforme est un Instrument commode pour 
■e de nombrcux problemes. 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE 1 
^alculer la valeur de x donoee par la formule 
c = [.,(* - 0) + rf][^ - (ft - 3) (<,: - &)], 
uppose : 



e queslion, en supposnnt : 



i -^ 

r 
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3. — Calculer la valeur de y donnee par la formule : 

y = |[(«+A)r+,](«-«) + ,||[(« + *)c4-.]</-3J, 

en supposant : 

a = a 

i = — 1 

c= I 

rf = — a. 

4. — Meme question, en supposant : 

a = — i' 6 = — o,i, <^=— , J=:i. 
a  — a 

5. — Le volume d'un certain solide est donne par la for- 
mule : 

Zabcd 



V = 



a-\- b-\-c + d' 



a, hj c, d etant quatre longueurs exprim^es en mktres; Y est 
alors exprime en mhtres cubes; on demande de calculer le 
volume y en supposant : 

a = 35'='" 
b=z lao""" 
cr^a*" 

6. — Meme question, en supposant : 

a = a'" 



bm 



6 = 3 



c = 1 a"™ 
d= 1 4""". 



7. — Un mobile se deplace sur un axe avec la vitesse — 35, 
les unites de longueur et de temps ^tant le m^tre et la 
seconde. A midi, son abcisse est 25*^™; quelle est-ellc a 
midi 5>n35« ? 

8. — Deux trains vont a la rencontre Tun de Tautre sur 
une meme ligne; la distance qui les scpare a midi est 75^'°; 
quand se rencontreront-iis, sachant que la vitesse du premier 
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1^,75 !i la Bccoadi.' et la vilesse du second i''™^ it la 

— Op copsid^re, sur tin ane, uue origine et unc 
do origine O' dont I'abEcisse par rapport fi eat ia™">. 
Done trois points A, B, C donl les abBciases par rap- 
i O sonl respect! re men I 8, r.i — o,i5, I'onite choisie 
le centimJlre et Irois points A', B', C doot les abscisses 
Bpporta O' aont rcspectivemcnt — r— , 0,001; s-r> I'unite 
Ic metre. Calculer les scgnicnls AA', BF, CC. Fairc 

. — DdiDOotrer que a et li flant les abscisses de deux 
s A et B, I'abscisse c du point C, milieu de AB. est 

ie par la formulc : 



di!montrera d'abord celte Ibrmule en supposant a, h, c 
Irois posittfs, et od feravoir ensuile que le cas gdnfral 

sc ramener k ce caB parliculicr par un changement 
5inc. _ 

. — Elaul doDDi^s n points sur un axe, dflermiuer sur 
XG un point O tel que, si on le prend pour orlgine, la 
ic des abscisses des n points donni^s soil £gale ii zi5ro. 
. — Un oerlain nombre de jeunes gens organisent cntre 
me course de bicyclettes dans les conditions suivanles : 
trlirODt en mdrae temps et Ton chronomctrera les epo- 

aaxquellcB ils arrjvcront au but. On liiera ensuile une 
ac A de telle manierc que ccux qui seront arrives avani 
queA recevi'ODt un nombre de cenlimes i^gal au nombre 
rcondes qui se sera ^coule entre leur arrtvee et I'cpoque 
ndis que ceux qui seront arrives aprcs I'l^poque A vcr- 
it UD nombre de cenlimes egal au nombre de secondcs 
e seront ccoul^es entre I'dpoque A et leur arriv^e. Com- 

doit-on fixer I'cpoque A pour que le nombre total de 
mes a recevoir par les gagnants soil ^gal au nombre 

de centimes ^ verser par les perdanls ? 
ipliquer au cas oil les coureors sont au nombre de 5 et 
s arriveot anx inslants ci-apr^s : 
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Jean h midi i5™35« 

Jacques a midi 8°i5» 
Paul a ii»» 59™45s 

Louis ^ midi iSn^So^ 
Philippe a midi 20'»4o*. 

13. — Une course h longue distance est organisee d'apres 
un rdglement analogue au precedent, mais on convient que 
la somme a verser ou h recevoir est de 5 centimes par minute 
et on ne note les arrivdes qu'a i/4 d'heure pr^s; comment 
doit'On regler, sachant que 8 coureurs sont arrives a ii**3o™, 
I '2 a ii*'45™, 3o a midi, i8 a midi i5™, G a midi So™, 2 a 
midi 45™ el i a i*»i5"™? 

14. — Deux bicyclistes roulent dans le merae sens sur 
une piste circulaire de 5oo™ de long; la vitcsse du premier 
est de 3o^™ a I'heurc et la vitcsse du second est de 8"^, 76 a 
la seconde. On sait, de plus, que le premier passe au point 
origine A a midi 2™i5s et que le second y passe a I'^i^S^; 
quelles sont les dpoques, entre midi et 1*^, ou I'un des bicy- 
clistes depasse I'autre ? 

15. — Un voyageur part h midi el se ddplace, sans s'ar- 
reter, avec uno vitesse de 4^™ ** I'heure; un autre voyageur 
part a sa poursuite a i'^ et adopte le r^glement suivant : 
marcher«pendant 55"™ avec une vitesse de G''*" a I'heure, se 
reposer 5™, puis recommencer de memc pendant les heures 
suivantes. A quel instant le second voyageur rattrapera-t-il 
le premier? 



CHAPITRE II 



ELEMENTS DU CALCUL ALGEBRIQUE 



I. MONOMES, POLYNOMES. TERMES SEMBLABLES. 

27. Expressions algebriques rationnelles. — 
On appelle expression algebrique un ensemble de 
nombres, de lettres et de signes d'operations (signes 
ecrlts ou sous-entendus) de telle manlere que Ton 
puisse caleuler la valeur de Texpression lorsqu'on 
attribue aux lettres des valeurs determlnees. Une 
expression algebrique est dite rationnelle lorsque 
les seuls signes d'operations, a effectuer sur les let- 
tres, sont I'addition, la soustraction, la multiplica- 
tion * et la division, a V exclusion de V extraction des 
racines. Par exemple les expressions : 

sont des expressions algebriques rationnelles, bien 
que la derniere d'entre elles renferme des radi- 

1 . L'^levation ii une puissance d'exposant entier est un cas par- 
ticulier de la multiplication a* = aX«X«X«« 
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caux; mais ces radicaux portent sur des nombres; 
au contraire 



b-\-^\/ay y/a-{-by ^c-\-yJd 

sont des ea:pressions algebrique^ irrationnelles , Nous 
nous occuperons presque excluslvement des expres- 
sions rationnelles ; nous rencontrerons quclquefois 
des expressions irrationnelles, mais nous n'en ferons 
pas de theorie generale. 

28. Monomes. — On appelle monome le pro- 
duit de plusieurs nombres et lettres. 

Ainsi Texpression : 

(— 3)XaX(— i5)X^X«XcX7XaX* 

est un monome. 

Comme la valeur d'un produit ne change pas 
lorsqu'on intervertit Tordre des facteurs, on pent 
ecrire a gauche tous les facteurs numeriques et, de 
plus, reunir entre eux les facteurs represent6s par 
une m6me lettre; par exemple, le monome que 
nous venons de considerer pent s'ecrire aussi : 

(— 3)X(— i5)X7XaX«XaX^X*Xc. 

On pent introduire une nouvelle simplification; 
la valeur d'un produit ne changeant pas lorsqu'on 
remplace plusieurs facteurs par leur produit efFectue, 
on remarquera que Ton a : 

{— 3)X(— i5)X7 = 3i5 
« X a X « = «* 

de sorte que notre monome peut finalement s'ecrire 



^ 
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sous la forme simplifiee : 

dans laquelle ne figure plus aucun signe op6ratoire 
explicite; les signes de multiplication sont sous- 
entendus ou remplaces par les exposants. 

C'est sous cette forme simplifiee que nous ecri- 
rons toujours les monomes; le facteur numerique, 
ici 3 1 5, qu'il est d'usage d'ecrire a gauche, s'ap- 
pelle le coefficient. Le mononie 

a pour coefficient — 3. Le coefficient d'un monome 
est ainsi un nombre positif ou negatif qui pent 6tre 
entier, fractionnaire, ou irrationnel. Un monome 
dont le coefficient est nul est egal a zero, car un 
produit de plusieurs facteurs est nul lorsqu'un de 
ces facteurs est nul. 

29. Mondmes semblables. Addition et sous- 
traction. — On dit que deux monomes sont sem^ 
hlahles lorsqu'ils ne different que par leurs coef- 
ficients. Par exemple, les monomes : 

sont semblables; il en est de meme des monomes : 

4 

Le dernier de ces monomes doit 6tre regarde 
comme ayant pour coefficient i , car le produit d'un 
nombre quelconque par Tunite est egal a ce nombre 
lui-m6me; ix^y^ est done la m6me chose que x^y^, 
De m^me le monome — x^y^ doit ^tre regarde 
comme ayant pour coefficient — i. 
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Regle. — ha somme de plusieurs monomes sent- 
blables est un monome semblable a chacun dCeux, 
ay ant pour coefficient la somme des coefficients. 

Exemple. — Soit a ajouter les monomes sem- 
blables : 

Ces monomes semblables ont pour coefficients les 
nombres 12, i5, — i, — 35 dont la somme est : 

ii-\- iH — I — 35 = — 9. 

La somme cherchee est done — ga'AVo-. 
Autre exemple. — Soit a ajouter les monomes 
semblables : 

i5xy, x^y^, — 1/4x^3/', x^y^, — 3.-ty 

dont les coefficients sont i5, 1, — i4> '> — 3. La 
somme de ces coefficients est : 

iS-f-i — 14-I-1 — 3=0. 

La somme est done un monome semblable aux 
monomes proposes et de coefficient zero; elle est 
done egale a zero. 

Justification de la regle. — La regie se justifie 
par le theoreme demontre dans le chapitre I (n° 1 2) : 
Pour multiplier une somme par un facteur, il suffit 
de multiplier par ce facteur les diverses parties de la 
somme et d'ajouter entre eux les resultats obtenus. 
Si nous reprenons le premier exemple, nous voyons, 
en appliquant ce principe, que — 9 etant egal a la 
somme des nombres 12, i5, — i, — 35, le produit 
de — 9 par a^b^c'^x est egal a la somme des produits 
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de 12, 1 5, — I, — 35 par ofU^c^x : 

ce que nous voulions deraontrer. 

On justifierait de la m6me maniere la regie de la 
soustraclion que nous nous contenterons d'enoncer. 

Reglb. — La difference de deux monomes seni- 
blables est iin monome semblable a chacun d'eux 
ay ant pour coefficient la difference des coefficients , 

Soit, par exemple, a retrancher ba^b de 8a*i; on 
retranchera 5 de 8, ce qui donne 3; la difference 
cherchee est 3a^J. Si Ton avait propose de retran- 
cher Sa^b de 5a^6, il aurait fallu retrancher 8 de 5, 
ce qui aurait donne — 3; le resultat serait done 
— 3a»i. 

Remarque. — II n'est pas inutile de remarquer 
que, dans les demonstrations precedentes, on ne 
fait aucune hypothese sur les valeurs attribuees 
aux lettres a, b, c, x qui figurent dans les monomes 
consideres; le resultat de Toperation est exact 
quelles que soient les s^aleurs de ces lettres, Dans la 
demonstration, on a le droit d'utiliser les principes 
etablis pour les operations sur les nombres, car le 
raisonnement que Ton fait pourrait 6tre repris pour 
chaque systeme de s^aleurs particulieres que Ton 
attribuerait aux lettres; il conduit done a un 
resultat independant de ces valeurs particulieres, 
puisqu'il est le m6me dans tous les cas. La m6me 
remarque s'applique a retablissement de toutes les 
regies du calcul algebrique. 

3o. Polynomes. — On appelle polynome la 
somme de plusieurs monomes. Par exemple Texpres- 



Elements du calcul algebrique 49 

sion : 

est un polynome : c'est la somme des monomes 
a^hy x^y^ \iax^^ 35^^^. L'expression : 

c^U^ — 3a^ — %xy -\- 5a' 

est aussi un polynome, car c'est la somme des 
monomes a?h^y — 3a6, — 2a:y, 5a'. 

On dit parfois qu*un polynome est unc expres- 
sion formee par une suite de monomes s^pares 
par les signes -f- ®* — ? mais il est pr^f^rable de 
conserver notre premiere definition, car elle permet 
de bien comprendre ce que Ton entend par termes 
du polynome : ce sont les monomes dont ce polynome 
est la somme. Ainsi, le polynome : 

5a2^ — 8a' — a^ -+- ^* 

a 4 termes : 5a^6, — 8a', — a*, .r*. 

Un polynome qui a deux termes s'appelle binome; 
un polynome qui a trois termes s'appelle trinome; 
les expressions : quadrinome, quintinome, etc., ne 
sont pas usitees *. 

3i. Reduction des termes semblables. — 
Lorsque deux termes d'un polynome sont deux 
monomer semblables, on dit que ce sont deux 
termes semblables. On pent, sans changer la valeur 
du polynome, remplacer deux ou plusieurs termes 
semblables par leur somme effectu^e ; c'est ce qu*on 
appelle faire la reduction des termes semblables, II 

I. On ecrit quelquefois bin6mc, trindme, polyn6me; il n'y a 
aucune raison pour mettre sur ces mots I'accent circonflexe qui 
se troave sur mondme, contraction de mononome. 

BoREL. — Algebre, 2* cycle. 4 
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suffit d'appliquer la regie de I'additioii des monomea. 
ExBHPLB. — Soit le polynome : 

35„S6 H- 1 5j:y — 1 -laH-h u' — j-y + i ,',u»i — 5i>a*b — 8a',- 

il est comniude, pour elTcctuer la i-eductioD des 
termes semblables, dc I'ecrire de la maniere sui- 
vaute : 



— 5oa=6 — 8<i'. 

Les termes semblables ctant ecrits dans des 
coloDDes verticales, on elTectue ensuite I'additioii 
des coefficietits d'une m^me colonne : 



Le polynome propose pcut dour s'eci 
forme plus simple : 

— i3a'ft+ i^jry - 7«'. 

Adtiie bxbmple. — Soit le polynome : 

j,s + 5.i* — 8 — 3x'~a^*-+- i5-|-Gj; — 

On trouve qu'il est 6gal a : 

( , _ 3):,^ + (5 _ a)j.' .-I- (6 - 3)x + (_ 8 - 

c'est-ii-dire a : 
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32. Degr^ d'un mon6me et d'un polynome. — 
On appelle degre d'uii monome par rapport a Tune 
des lettres a: qu'il renferme, Texposant de cette 
lettre or dans le monome. Ainsi le monome 



" 






est de degre 2 par rapport a x, de degre 3 par 
rapport a c, de degre i par rapport a y, etc. ; il est 
de degre zero par rapport a z, car il ne renferme 'i 

aucun facteur egal a 2. Le degre d'un monome jya/* 
rapport a Vensemble de plusieurs lettres est, par 
definition, egal a la somme de ses degres par rap- 
port a chacune de ces lettres. Par exemple, le 
monome ecrit plus haut est de degre 3 par rapport 
a Tensemble des lettres a: et y, de degre 6 par rap- 
port a Tensemble des lettres a, by c; son degre 
totaly c'est-a-dire son degre par rapport a Ten- 
semble de toutes les lettres qu'il renferme, est 9. 

On appelle degre d'un polynome par rapport a 
unc lettre le degre de celui de ses termes dont le 
degre est le plus eleve; on definit de m6me le degre 
d'un polynome par rapport a I'ensemble de plu- 
sieurs lettres. On suppose d'aillcurs que Ton a fait 
la reduction des termes semblables. Ainsi le poly- 
nome : 

est de degre 5 par rapport a a et de degre 3 par 
rapport a x; son degr6 total est 7 ; il n^est pas egal 
a la somme des degres partiels, parce que le terme 
dont le degr^ par rapport a a est le plus eleve 
I n'est pas le m6me que le terme dont le degre par 

rapport a x est le plus eleve. 
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Le polynome : 

x^ -h 3x* -+-6 — aj;' H- a: -f- i^* 

est de degre 2 par rapport a or; on le voit en redui- 
sant les termes semblables, ce qui permet de I'ecrire : 

3x3 + 6 -h^. 

33. Polynomes ordonnes. — Ordonner un poly- 
nome par rapport a une lettre x, c'est grouper 
ensemble tons les termes de m6me degre par rap- 
port a cette lettre, et les ecrire, soit dans Tordre 
des degres croissants, soit dans Tordre des degres 
decroissants. Soit, par exemple, le polynome : 

x» H- .r* — 3x3 — 5x2 _|_ -1.3 _ (5 _^ ^j.^ 

Pour Tordonner, on devra Tecrire : 

X* — x' — 5x* -h 7X — 6, 

ou bien : 

— 6-I-7X — Sx^ — x'-j-x*. 

Dans le premier cas, il est ordonne suwant les 
puissances decroissantes ; dans le deuxieme cas, sui- 
vant les puissances croissantes. 

Soit maintenant le polynome : 

ax -f- 3x' -\- b -\- cx^ — a*x^ — bx — 8. 

Pour Tordonner, suivant les puissances decrois- 
santes, on Tecrira comme il suit : 

(3 -h c — a*) X* -h (a — ^>) X -h ^ — 8, 

en groupant d'abord tons les termes qui renferment 
^', puis tons les termes qui renferment ^, puis 
tons les termes qui ne contiennent pas la lettre x. 
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Pour effectuer ce groupement, on utilise, en fait, 
la regie de multiplication d'un polynome par un. 
monome, que nous enoncerons au n° 89. 

Par une extension du mot coefficient, on dira que 
dans ce polynome ordonne, le coefficient de x^ est 
3 -f- ^ — a^, le coefficient de x est a — h et le terme 
iudependant de x est b — 8; a ce point de vue, 
ce polynome sera considere comme n'ayant que 
3 termes : cesi un trinome en x; c'est-a>dire que 
c'est un trinome lorsque Ton porte une attention 
particuliere sur la lettre x. 

34. -^ II arrive tres frequemment. que Ton dis- 
tingue les lettres qui figurent dans un polynome en 
deux groupes, les unes que Ton appelle inconnues 
ou variables et qui sont generalement les dernieres 
lettres de Talphabet : x, y, z, u, f, ^v, t, s, ...;les 
autres, que Ton regarde comme connues et qui sont 
generalement les premieres lettres de Talphabet : 
a, 6, c, ... II arrive d'ailleurs quelquefois que Ton 
est conduit a designer par x une quantite connue et 
par a une inconnue, mais on a soin alors de pre- 
venir specialement de cette infraction aux usages. 

Lorsqu'un polynome renferme des quantites con- 
nues et des inconnues et que Ton parle de son 
degre, sans specifier davantage, il s'agit toujours 
du degre par rapport a Vensemhle des inconnues; 
par exemple, on dira que le polynome 

(a* — ^^) x H- c^y — 3 — x — y 

est du premier degre (sous-entendu : en x et y), 

Dans ce cas, on regarde comme termes semhla^ 
hies ceux qui renferment les m^mes inconnues avec 
les m^mes exposants, sans tenir compte des autres 



Icttres, ct on groupe ensemble les termes sembla- 
blcs (on utilise, en fait, pour cela, la regie de mul- 
tiplication d'un polynoine par un monome, qui sera 
£nonc6e nu n" 3g). 

Par exemple, si Ton a le polynome : 

— a*x*y -+- 3,c*y — A.ry' + cxy^ -\-ax-\-^ — y, 

on I'ecrira comme il suit : 

{_„. + 3).i-V-f-(-A + c)V-l-(°-l-3)^-y; 

c'est un polynome du 3''"'* dcgre en x et i/, le coef- 
iicient de .v^y est — «' + 3, etc. 



II. ADDITION, SOtlSTRACTION, MULTIPLICATION 
DBS mon6mes et DES POLYNOMES. 

35. — Les regies des operations sur les mondmes 
et les polynomes sont une consequence immediate 
des regies et desthdoremes concernant les operations 
sur les nombres; nous avons d'ailleurs utilise, dans 
le paragraphe precedent, certalnes de ces regies, 
qui 9ont a pen pres evidentes; pour fitre complet, 
nous allons les reprcndre ioi. 

36, Addition et soustraction des monomes. 
Ri:GLE. — Pour ajoiUer pliisieiirs monomes, il suffit 
de lea ecrire les iins a la suite des aiilres avec leurs 
signes ; pour relrancher unmonSme, il suffit d' a j outer 
le monSme oppose. Cette rfegle conduit comme 
resultat a un polynome dans lequel, s'il y a Heu, 
on fait la reduction des termes semblables. 

Exemple. — Ajouter les monomes : 
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On obtient le polynome : 

1 5a^x — 3a*j7 -4- 1 5a^t/ — a^x — a^y , 

qui s'ecrit, plus simplement : 

Autre bxemple. — Ajouter Ics monomes : 

et retrancher du resultat les monomes : 

— a^jCj — 3a*y, — a*, a«V* 
On obtient : 

a^x — a^y -|- a' -4- a'x -f- 3a*i/ -4- a* — 2a*y , 

ou, plus simplement : 

7,a^x -h a' -h a*. 

37. Addition et soustraction des polynomes. 
Regle. — Pour ajouter ou retrancher un polynome , 
il suffit d* ajouter ou retrancher successwement tous 
les termes de ce polynome. 

Dans le resultat ainsi obtenu, on fait, s'il y a 
lieu, la reduction des termes semblables. 

ExBMPLE. — Ajouter les polynomes suivants : 

Sa^i -4- ^' -h 6 H- a*, 
_ ^3 _ 8 + aa* -4- ^a^x, 

— 3^' — 6a* H- 1 5a'jc — 9. 

On obtient le polynome : 

— 3^^ — 6rt* -4- 1 5a^j: — 9 



'.t>. 
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ou, en reduisant les termes semblables : 

2 1 a*x — 36' — 3a* — 1 1 . 

Autre exemple. — Retrancher le polynome : 

3a'.r — ga^jc^ — (la'x* 



du polynome : 



On obtient : 



9«'j7 H- I Sa^jc^ — a*x^. 



;^^ 



ga^x -+- iSa^Jc^ — a\c^ — "ia^x -f- 9a V -|- 6a^x^, 
ou, plus simplement : 

Regle pratique. — Lorsqu'une somme ou diffe- 
rence depolynomes est indiquee par des parentheses , 
pour Veffectuery on supprime les parentheses^ en 
ay ant soin de changer les signes des termes situes a 
V inter ieur de celles qui sont precedees du signe — . 
Exemple. — Soit a calculer : 

On obtient : 

ou, en reduisant les termes semblables : 

3a». 

Remarque. — Pour faciliter la reduction des 
termes semblables, il est souvent commode d'ecrirc 
les uns au-dessous des autres tons les termes sem- 
blables entre eux; cette remarque est surtout utile 
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dans le cas oil Ton ajoute des polynomes ordonnes. 
ExEMPLE. — Faire la somme des polynomes : 

3x' — 5^2 -f- 3j: — ft, 

— 2.r' — x^ — 6 
9^-^ — 6j; — 7 
^ — x\ 

On disposera I'operation comme il suit : 

3 x' — ^a^ -4- 3j: — 4 

— 2.r' — x^ — 6 

gj;^ — Gx — 7 

— x» -h8 



oj:^ -+- 3x^ — 3x — 9 



On ajoute entre eux les coefficients des m^mes 
puissances de Xy places les uns au-dessous des 
autres; on obtient ainsi le resultat cherche : 

ojc' -h 3x' — 3x — 9, 

c'est-a-dire : 

3x* — 3j: — 9, 

puisqu'un monome a coefficient nul est nul. 

38. Multiplication des mondmes- — Le pro- 
diiit de deux monomes est un monome admettant 
comme coefficient le produit des coefficients et comme 
partie litter ale le produit des parties litterales, 

Soit, par exemple, a multiplier les deux monomes : 

4 ^ 6 

3 5 5 

Le produit de y par — ^ est — n; le produit 
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chercbe est : 

5 
— g x^yab^. 

De iii6me, le produit des monomes : 

5 4 



est : 



- ab^a^b, 

'A 



Ce monome peut d'ailleurs s'ecrire plus simple- 
ment en groupant les facteurs egaux : 

On remarque qu'une lettre telle que a admet 
pourexposant la somme des exposants qu'elle admet- 
tait dans les deux facteurs. On deduit de cette 
remarque la regie pratique suivante : 

Rbgle pratique. — Pour former le produit de 
deux ou plusieurs monomes^ on ecrit d^abord le pro- 
duit des coefficients (pris avec leurs signes); on ecrit 
ensuite toutes les lettres distinctes qui figurent dans 
les facteurs en affectant chacune d'elles d'un expo- 
sant egal a la somme des exposants qu'elle a dans 
les divers facteurs, 

Soit, par exemple, a effectuer le produit des 
monomes suivants : 

3 a 5 

-— . a^b^c 7= ax^y^ — ^ ab^x^. 



Le produit des coefficients -7=, -7 

V2 v 



2 2 5 



2 ' 3 



est 
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3 X^ 2 X' 5 

—rr: — =5; I'exposant de la lettre a doit ^tre 

3 -\- I -\- I ==5; I'exposant de i ; 2 -j- 3 = 5 ; Tex- 
posant de c : i ; I'exposant de x : 2 -|- 2 = 4 ; I'ex- 
posant de y : 3. Le produit est done : 

39. Multiplication d'un polynome par un 
monome. R^gle. — Pour multiplier un polynome 
par un monome , il sufjfit de multiplier chaque terme 
du polynome par le monome et d^ajouter entre eux 
les resultats obtenus, 

Cette regie est une consequence immediate de 
lapropriete distributive de la multiplication (n° 12). 
ExEMPLE. — Soitii multiplier le polynome : 

3a* — ib^ -h X -f- 5i/ 
par le monome : 

On obtient ; 

— 3a^b.v^ -f- 7.ab^jc^ — abx^ — ^abx^y, 

40. Multiplication de deux polynomes. Regle. 
— Pour multiplier deux polynomes, il suffit de mul- 
tiplierVun d'eux successivement par tous les termes 
de C autre et d*aj outer entre eux les resultats obtenus. 

Cette regie est aussi une consequence de la pro- 
priete distributive de la multiplication. 

Exemple. — Soit a multiplier le polynome : 

a'^b — ab-'r-U^ 

par le polynome : 

a« _ lab H- 3^^^ 



1 
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On multiplie d'abord le premier polynome par 
a*, ce qui donne : 

On le multiplie ensuite par — lah, ce qui donne : 

— la^O^ -+- la^b^ — 6ab^, 

Enfin, on le multiplie par 3i^, ce qui donne : 

3a'*' — iab^ -f- 9**. 

II ne reste plus qu'a ajouter ces trois produits 
partiels; on obtient : 

a^b — a^b + 3a^*2 _ ^^3^2 _^ ^^2^1 _ 5^/^3 
-4-3a2^3_3a^>3 + 9//, 

ou, en reduisant les termes semblables : 

a^b — a^b -f- 5a2*2 _ ^^3^2 _ ^^^3 _^ 3a2^3 _^ ^^^4 

4i- Gas des polynomes ordonn^s. Disposition 
pratique- — Dans le cas oil Ton doit multiplier 
deux polynomes renfermant une seule lettre .r, il est 
commode de les ordonner et de donner a Topera- 
tion une disposition particuliere que nous allons 
indiquer sur un exemple. 

ExEMPLE. — Soit a multiplier les deux polynomes : 

3 j;3 2 J7^ -h 6a -h 1 

1X^ -\- ^X — 7. 

On disposera Toperation comme il suit : 
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3x^ 2.C* -f- 6j; -f- I 

2^' -+- 5x — 7 



6x^ — 4x* -i- 1 a j;-3 H- 2^2 

1 5.r* — I ox^ -4- 3oj:^ + 5x 

— iix^ -\~ i4j^' — 4^*^ — 7 

6x^ -4- 11^* — i9.r3 H- 46-^* — 37.r — 7 

On a ecrit d'abord Tun des deux polynonies au- 
dessous de Tautre et tire un trait au-dessous duquel 
sont ecrits les produits partiels, ici au nombre de 
3, que Ton obtient en multipliant le multiplicande 
par chacun des termes du multiplicateur; ces pro- 
duits partiels sont disposes, comme il aete expliquc 
pour I'addition, de maniere qu'on puisse en faire 
commodement la somme, qui est inscrite au-dessous 
du second trait. 

Autre exemple. — Multiplier x^ -{- a:^ -{- 2j: -{- i 
par x^ — x^ — I. L'operation se dispose ainsi qu'il 
suit : 



x' 


-hx^ 
x^ — x^ 


-f- 2JC-I- I 
I 


x-^ -h 
x^ 




-hx^ 

1X^ — x^ 

X^ IX 1 


a' .r« H 


hx« 


X^ 'IX^ IX I . 



On a eu soin de laisser des blancs correspon- 
dant aux degres pour lesquels il n'y avait pas de 
termes. 

Remarque. — L'egalite qui cxprime le resultat 
des operations efiectuees s'appelle unc identite; Ics 
deux membres deviennent identiques lorsqu'on les 
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ilifie; ninsi I'egalite 

lae identUe. Nous donnons aux Exercices quel- 
exemplcs d'irlentites h verifier. 



111. DIVISION PES HONOHES. D'UN POLYNOME 
PAR UN HOxdHE 

:■ DiviBion deg ntondmeB. — On dit qu'un 
ome est divisible par un autre lorsqu'il existe 
roisieme mondme qui inultiplJe par le second 
aduit le premier. La regie dc la division est 
[consequence immediate de la regie de lu muU 
cation. 

iGLB. — Le quotient de deux moitomes a pour 
Icienl le quotient den coefficients et renferme 
ue lettre acec un ej-posant egal a la difference 
M exposanta dans le dividende et dans le divi- 

BMPLE. — Soit a diviser 'Aba^U'xy par -jabx; 
btient : 

:sl inutile d'ccrire lu lettre x, dont I'exposant 
lit, d'apres ta regie, Stre egal a zero; nous avous 
remarque (page 5i) que cela signifie qu'il n'y a 
1 facteur ^gal a x. Nous enonceroDs done la 
rque complementaire suivante, qui est impor- 

MARQUE. — On pent supprimer dans un pro- 
'oiite lettre affectee de Vexposant zero; en d'au- 
ermes, on ueut remplacer le facteur x" par i . 



DIVISION DBS MONOMES 63 

43. R^gle de divisibilite. — Nous avons enonce 
la regie de la division en supposant que le divi- 
dende etait divisible par le diviseur : elle est alors 
une consequence de la regie de la multiplication ; 
pour qu'il y ait divisibilite, il est necessaire et suffi- 
sant que la regie soit applicable, c*est-a-dire que le 
diviseur ne renferme aucune lettre ne figurant pas 
dans le dividende, et ne renferme les lettres y figu- 
rant qu'avec un exposant au plus egul a celui qu'elles 
out dans le dividende. Lorsque le dividende n'est 
pas divisible par le diviseur, on se borne a indiquer 
la division : on a une fraction. 

44- Division d*uii polynome par un mon6me. 
Regle. — Pour diviser un polynome par un monomey 
il suffit de diviser suceessivement tons les termes du 
polynome par le monome et d'ajouter entre eux les 
resultats obtenus, 

ExEMPLE. — Diviser le polynome : 

par le monome ibaj\ On obtient : 

p ax^ -h ^ bx'^ -f- -p. 
5 i i5 

Remarque. — Pour qu'un polynome (dans lequel 
on a reduit les termes semblables) soit divisible 
par un monome, il faut et il suffit que chacun de 
ses termes le soit. 

45. Remarque sup la division. — Lorsque la 
division n'est pas possible, on se borne a Tindiquer, 
en employant la notation des fractions ; par defini- 
tion, A et B etant deux expressions algebriques 
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A . . 

quelconques, la notation ^ indique une expression 

algebrique dont la valeur est egale au quotient de 
la valeur de A par la valeur de B ; c'est le quotient 
de A par B et Ton a, par definition : 

gXB = A. 

Dans Ics applications que Ton pent avoir a faire 
de cette egalite fondamentale, il y » li^u d'apporter 
une attention speciale au cas ou B serait egal a zero 
pour les valeurs particulieres donnees aux lettres ; 
on ne sait pas, en cflTet, ce qu'est le quotient d'un 
nombre par zero; nous verrons, dans la theorie des 
equations du premier degre, que Ton est amene a 
designer ce quotient par le symbole oo (que Ton 
enonce : infini) ; nous discuterons aussi le cas oil A 
serait nul en ra^me temps que B ; ce qu'il y a sim- 
plement lieu de retenir pour Tinstant, c'est que dans 
le cas oil le denominateur B d'une fraction utilises 
dans le cours des calculs se trouve etre egal a zero^ 
il y a lieu de ne pas accorder une confiance absolue 
au resultat et d^ examiner la question de plus pres, 

Cette remarque doit ^tre sous-entendue, en par- 
ticulier, dans le paragraphe par lequel nous allons 
terminer ce chapitre. 

46. Fractions rationnelles. — On donne le nom 
de fractions rationnelles aux fractions dont les deux 
termes sont des polynomes (ou, comme cas parti- 
culier, des monomes). 

Voici des exemples de fractions rationnelles : 

'6a^b ^ a — b a^-\-x^ — y^ 
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On appelle degre d'une fraction ration n el le le 
degre de celui de ses deux termes dont le degre est 
le plus eleve ; par exemple, la fraction ; 

ajn -f - h 

it 



a'x -I- b' 



que nous etudicrons en detail au cliapitre Vlll, est 
du premier degre en x; c'est m6me Texpression 
generale de la fraction du premier degre en x, si 
Ton admet que «, i, a', b' peuvent designer des 
expressions algebriques quelconqnes independantes 
de X (c'est-a-dire ne renfermant pas x). 

Le calcul des fractions rationnelles est soumis 
aux m^mes regies que celui des fractions arithme- 
tiques; c'est la une consequence immediate des 
n°' i4, 1 5, i6 et du fait que les Icttres tenant la 
place des nombres, les operations legitimes sur les 
lettres le sont aussi sur les nombres. 

En particulier, on peut simplifier les fractions 
en divisant le numerateur et le denominateur par 
un facteur commun; on peut aussi reduire plusieurs 
fractions au m^me denominateur en multipliant les 
deux termes de chacune d'elles par un facteur con- 
venablement choisi. 

Dans le cas oil les termes des fractions sont des 
nionomes, les regies pour la formation du p. g. c. d. 
et du p. p. c. m. sont les monies qu'en arithmetique 
pour les produits de facteurs premiers; il est done 
tres aise de reduire les fractions a lenr plus simple 
expression et aussi de reduire plusieurs fractions 
ail plus petit denominateur commun. II y a lieu de 
remarquer que Ton regardera une fraction comme 
plus simple qu'une autre lorsque ses termes seront 

BoREL. — Algebre, 2« cycle. 5 
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de degres respectwenient moins ele^^es ; ccla ne veut 
pas dire qu'ils sont plus petitSy car leur grandeur 
relative depend evidemment des valeurs donnees 
aux lettres qui y figurent; un sens analogue doit 
^tre donne aux mots plus petit denominate ur coni- 
mun. 

Par exeniple, soit la fraction : 

on la simplifiera en divisant les deux terines par 
Sahcy ce qui donne : 

a 
ac* 

Si Ton suppose que Ton ait : 

a = lo 6=z=o,ooi c = 2o, 

on a : 

'^a^bc = 6 

de telle sorte que la fraction proposee se reduit a 

—r et la fraction simplifiee a y— . On doit cepcndant, 

au point de vue algebrique, considerer la seconde 
fraction corame plus simple que la premiere. 

Lorsque les termes des fractions sont des poly- 
nomes, nous ne pouvons donner ici les regies gene- 
rales pour trouver leur p. g. c. d. et leur p. p. c. m. ; 
on doit done se borner a simplifier les fractions 
par la suppression d'un facteur commun aux deux 
termes, lorsqu'on apercoit un tel facteur et, pour la 
reduction au m^me denominateur de plusieurs frac- 
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tions, se contenter de multiplier les deux termes 
de chacune d'elles par le produit des denominateurs 
des autres, a moins que la pratique du calcul ne 
suggere quelque simplification. 
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16. — Additionner les polynomes suivants : 

3x2 _j_ aj. _|- 5 J 

— 5x -{- Sax^ -\-c -{- b; 

— Sax + 5j;2 -f c2 -f 6 ; 

et ordonner le resultat par rapport a x. 

17. — Additionner les polynomes suivants : 

5a?3 — 8aa?2 + bbx — c 
ax^ — 3x3 — l^c — iibx 
9f«r2 -|- 120x3 _j_ ^bx — i5, 

et ordonner le resultat par rapport a x. 

18. — Faire le produit des mondmes suivants : 

(T rtx2, J a^bxyy a^x'^y'^. 

19. — Faire le produit des mon6mes suivants : 

^ a*x3, ZZ-^a'^x^, — -xd^x"^, =^abx^. 

O 6 



20. — Faire le produit des monomes suivants i 

21. — Faire le produit des polynomes suivants : 

abx -\- a^y + ^^^ 
aby -}- a^x — 62y. 



n 
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22. — Pairc le produit des polyDomcs suivants : 

3jr3 — 5ar2 + 6x — 7 
2x2 — 6j?+5. 

23. — Faire le produit des polynomes suivants : 

2j;2 _ Gj? + 4 
/ij.2 _ 8j- 4- 3. 

24. — Faire le produit des polynomes suivants : 

ar2 _[. aax + a2 _ ^2 

a;2 4- a6a? 4- ^^ _ a2 — 3a&, 

et ordonner le resultat par rapport k x. 

25. — Faire le produit des polynomes suivants : 

aa;2 -^ bx -\- c 
a'x^ + b'x 4- c', 

et ordonner le resultat par rapport a x, 
. 26. — Faire le produit des polynomes suivants : 

ax^ -\- 2a2j72 -|- Qa}x — a* 
x^ — hax + 8a2. 

27. — Calculer le carr^ de a-\-h, 

28. — Calculer le cube de a + &. 

29. — Calculer la quatrieme puissance de a -|- h, 

30. — Calculer le carr^, le cube, la quatrieme puissance 
de a — h, 

31. — Calculer le carre, le cube, la quatrieme puissance 
de I -\-x; de I — x, 

32. — Calculer le carre de a -\- h -\- c. 

33. — Calculer le cube de « + ft + <^- 

34. — Calculer le carr^ de a -f" ^ 4" <^ + ^• 

35. — Calculer le carre dea-\-h-\-C'\-d-\-e, 

36. — Calculer le carre de x -\-y — z — u — v, 

37. — Calculer le carre de x — J + z — u-\-v. 

38. — Calculer le carre des polynomes suivants : 

3x2 _ 5;j; + 4 

2X2 — 6X -j- 5 

3x + 5y — 9 
8x-)- 2y — 6. 
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39. — Effectuer le produit dc a -]- h par a — b. 

40. — Effectuer le produit de a^ -{- ab -{- b^ par a — b. 

41. — ElTectuer leproduilde «' -{- a^h -{- ab^ -{- b^ psLV a — b, 

42. — Effectuer le produit de «* + a^b + aH^ + ab^ + 6* 
par a — b. G^n^raliser. 

43. — Effectuer le produit de a* — ab + b^ par a + b. 

44. — Effectuer le produit de a^ — a^b + ab^ — b^ par 
a ~\- b, Generaliser. 

45. — Effectuer le produit : 

[a + b + c){--a + b + c){a — b + c){a + b — c). 

46. — Verifier I'ideatitc : 

(a2 ^ ^2) (a'2 + ^'2) = [aa' + bb')^ + [ab' — *a')2. 

47. — Verifier Tidentitc : 

(a2 + 6* + c2) (a'2 + ^'2 + c'^) =: (aa' + bb' + cc')2 
4- [be — cb'Y + (ca' — af')2 + (a^' — 6a')2. 

48. — Verifier I'identite : 

(a2 -I- 62 4- c2 4- </t) (x2 4- y 2 _|_ ^2 4. /2) = (aa; 4. 6y 4. cz 4- ^/)2 
4- {at — dx-\-bz — c^)2 4- {bt — dy + cx — az)^ 
4- (f/ — dz + ay — 6j;)2. 

49. — Simplifier les fractions suivantes : 

ka^bcx iha^bc^xy iba^bc^xyz 

2b^c-y^* boabcx'^z ' laabc^y* ' | 

50. — Simplifier les fractious suivantes : 

a3 — ^3 a4 _ ^4 ao 4- b^ 



ai — b'i* aS — 63' a3 4-63' 

On utilisera les resultats des cxercices 89 a 44- 
51. — Faire le produit des fractions suivantes : 

a^bx ab^x^ Sab^x 



ab'^y cxz ba^bx'-^y' 

simplifier le resultat obtenu. 
52. — Faire la somme des fractions suivantes : 

ax j_ by . ab -\- a^ — 62 4. 3^ — 56 

y "T" a? ' xy 
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53. — Eflectucr Ics additions et soustractions suivantes : 

54. — Rdduire au m^me denominateur les fraclions sui- 

vanles : 

I 3 4a 6a3 

^r+T 0"^=^ a2 — 62 aS + 6^* 

J * On remarquera que Ton pent prendre «* — />* commc 

denominateur commun. 
<'  

55. — EfTectuer les operations suivantes : 



It , 






o — c ' c — a ' a — o 

_fL_ 4. _^ 4. _L_ 

6 — c'^c — a*^ a — b 
a2 bi . c2 



A — c*^c — a*^ a — b 

a^ b^ c3 

b — c * c — a a — b' 

56. — Verifier I'identitc : 



x"^ — a- 2a{x — a) 2a{x -j- a)' 

57. — Verifier Tidentile : 

\ = ' f _i L_\ . 

[x — a) (-t — b) b — a \x — b x — a) 

58. — Verifier I'identite : 

I I 



{x — o.) {x — b) [x — c) [x — «) (« — b) (a — c) 

+ (a? — A) (6 -- a) [b ^ c)"^ {x — c) (c — a) {c — b)' 

59. — Verifier Tidcntite : 

I I 

{x — a) [x — b) {x — c) [x — d) [x — a) (o — b) [a — c) [a — it) 

+ i^jc — b)[b — a)[b — c)[b — d) 

+ (a; — c) (c — a) [c ^ b) (c — d)"^ [x ~ d) {d — a) {d — b) (d — c) 




CHAPITRE III 

EQUATIONS ET INEGALITES DU PREMIER 

DEGRE 



I. EQUATIONS DU PREMIER DEGRE A UNE INGONNUE. 

47- Gen6raliteB but les equations. — On appelle 
equation une egalite renfermant une ou plusieurs 
lettres, appelees inconnues ou variables; en general, 
cette egalite n'est verifiee que si Ton attribue cer- 
taines valeurs a ces lettres. Par exemple : 

2.r -h 3 = A* -+- 5 

est une equation a une inconnue x; cette egalite 
est verifiee pour j7 = 2 et n'est pas verifiee pour 
x^ I . 

De m^me : 

est une equation a deux inconnues ou deux varia- 
bles X et y; elle est verifiee par exemple pour 
x = 7.y y = 6 ou pour x = — 4> y = 6, ou pour 
x=i, y = 2; elle n'est pas verifiee pour x = Oy 
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y = o. Elle est done verifiee pour certains systemes 
de {^alenrs des variables et pas par tous. 



L'egalite : 



I I 



.r — I 1.x — 'i X 7. 



est aussi une equation; elle est verifiee pour 
j7z=2; elle n'est pas verifiee pour x = 2, comma 
on s'en assure aisement. 

On considere souvent des equations qui, outre 
les variables ou inconnues^ ren ferment d*autres let- 
tres que Ton appelle, par opposition, constantes ou 
donnees; on emploie d'habitude pour les inconnues 
les dernieres lettres de Talphabet et pour les don» 
nees les premieres. 

Ainsi, on pent considerer une equation telle que 
la suivante : 

x-f-a — 3=z-l-5x — 6a -h *Jy. 

Elle est verifiee pour a:=aj y = a — i, commc 
on le constate sans peine en substitiiant ces valeurs 
a a: et //, c'est-a-dire en remplacant .r par a e\ y 
para — I. 

Une equation qui serait verifiee pour toutes les 
valeurs des variables ne serait plus une equation, 
mais une identitc. Ainsi Tegalite 
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[^ + y) (^ — y) = 'V^-—y 

est une identite. L'identite pent done ^tre rcgardec 
comme un cas particulier de Tequation; lorsquc 
Ton a une equation on doit d'abord se demander si 
elle est ou n'esl pas identique, 

Une equation se compose de deux expressions 
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algebriques separees par le signe ==; ce sont les 
deux mem b res de Tequation; rcxpression ecrite a 
gauche est le premier memhre; I'autre est le second 
memhre, 

48. ThSor^ines generaux. Principe. — On pent 
ajouter une mime quantite aux deux memhres d'une 
equation sans modifier la on les solutions de cette 
equation. 

Car, si deux quantitcs sont egales, on obtient 
d'autres quantites egales en leur ajoutant une troi- 
sieme quantite quelconquc. 

De ce principe resulte un theoreme fonda mental. 

Theorems I. — On pent faire passer un terme 
d'une equation d*un memhre clans V autre a condi- 
tion de changer son signe. 

Demonstration. — Soit I'equation : 

3.r H- 5y 4- 7 = 8a — 9 -h J*, 

et soit propose de faire passer le terme x du second 
membredans le premier. 11 suffit d'ajouter — x aux 
deux merabres; comme x — x donne zero dans le 
second membre, on obtient : 

3xH-5yH-7 — x = 8a — 9, 

ce qui deraontre le theoreme. On pent faire passer 
tons les termes d'une Equation dans le premier 
membre; le second membre se reduit alors a zero, 
Ainsi toute equation pent prendre la forme 

A = 0, 

en designant par A une certaine expression alge- 
brique plus ou moins compliquee. Nous considere- 
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rons presque exclusivement les equations telles que 
A se reiluJse a un polvnome ; on appelle alors degre 
de r equation le degre de ce polynome par rapport 
aux invonnttes. 

Dans le cas ou A est une somme de fractions 
rationuelles, on pent reduire ces fractions au m^me 
denominateur el en faire la somme ; Fequation 
prend alors la forme : 

M 

ipr = 0. 

IN 

M et N etant des polvnomes, considerons I'equa- 
tion : 

M=ro, 

et une solution de cette equation, c'est-a-dire des 
valeurs particulieres donnees aux inconnues, j^, y, . . . 
et telles que M soit nul par la substitution de ces 
valeurs. Si ces {»aletirs nannulent pas N, il est clair 

que la relation M = o entraine ;j^ = o; il n'en est 

pas de m6me si ces valeurs annulent N; on ne pent 
alors rien affirmery car le quotient de zero par zero 
nest pas defini. 

Soit, par exemple, Tequation : 

x^ — 5.r -h 6 

si Ton suppose 07= 2, on a : 

2^ — .^ X 2 -h 6 = 4 — 10 -h 6 = o 
2^ — 4 X 2 -f- 3 = 4 — 8 +3=1; 

done a: = 2 est une solution de I'equation. Si Ton 
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suppose jrr=3, on a : 

H* — 3x5 + 6=19— i5 -4-6 = 
32— 4x3 + 3 = 9— 12 -f- 3 = 0; 

done J7 = 3 n'est pas une solution. 

Nous enoncerons done le theoreme suivant : 

Theorems II. — Lorsqnune equation se redult 
au quotient de deux polynomes, on ohtient ses solu^ 
tions en cherchant les \>aleurs des inconnues qui 
annulent le numerateur et qui n annulent pas le 
denominateur. On pent done remplacer I'equation 
proposee par I'equation obtenue en egalant le 
numerateur a zero, en se reser^ant d^ examiner ulte- 
rieurement si les solutions trou^ees annulent on non 
le denominateur. Cette operation s'appelle chasser 
les denominateurs . 

En particulier, il peut arriver que le denomina- 
teur soit un nombrey tel que i5 ou 35; il est clair 
alors que Ton peut le supprimer sans changer en 
rien les solutions de I'equation; nous en verrons 
bientot des exemples. 

Dans le cas oil le denominateur renferme des 
lettres connues, est par exemple 3a — 5, il y a lieu 
d'observer que, suivant la valeur de ces lettres 
(iei de a), ou hien il est nul quelles que soient les 
ineonnues, ou hien il est different de zero quelles 
que soient les ineonnues; ear il ne depend pas des 
valeurs attributes aux ineonnues ; eette remarque 
est importante dans la discussion des problemes 
(que nous definirons au proehain ehapitre). 

49* Exemples d'equations du premier degre a, 
une inconnue. — Soit Tequation : 

3 -h 5r = 8x — I . 



US les termes dans le premier 



-3j:H 



nc une equation du premier degre; en fai- 
iser le termeconau dans le second membre, 
tenons : 

que Tequation soit verifiee, il faut et il suffit 
oit tel que son produit par — 3 soit 6gal a 
doit done, d'apris la definition m£me de 
ion, 6tre egal au quotient de — 4 par — 3, 
dire que Ton a : 

,_ — '1_4 
— 3 — 5' 

eat la solution de I'equation proposee; la 
c in6me par laquelle nous Pavons obtenue 
qu'cUe est unique. 
E EXEUPLE. — Soit I'equation : 

&r + (;c-3)(.r-T) = :t=_^ + ii 
7 4 

aisant passer tous les termes dans Ic premier 
e et en effectuant, on obtient : 






(e 
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C'est une equation du premier degre que Ton 
peut ecrire aussi : 

ij i 

d'oii Ton tire, par le m6me raisonnement que tout 
a I'heure : 

x—' '11 — 1. 
I' 7 —68- 

On deduit de ces exemples la regie pratique sui- 
vante : 

Regle. — Lorsqu on sest assure quune equation 
est du premier degre en faisant passer tous ses 
termes dans le premier membre, on isole Vinconnue 
dans le premier membre et le terme connu dans le 
second; la solution s'obtient alors en divisant ce 
terme connu par le coefficient de Vinconnue, 

Remarque. — Pratiquement, lorsque Tequation 
proposee est simple, il n'est pas necessaire de faire 
passer tous les termes dans le premier membre 
pour s'assurer qu'elle est du premier degre; il est 
preferable d'appliquer seulement la seconds partie 
de la regie, c'est-a-dire de faire passer les termes 
inconnus dans le premier membre et les termes 
connus dans le second. 

Exemple. — Resoudre Tequation : 

3 ^ 7 5 
On obtiendra d'abord : 



(i-^>=— f 
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Puis, successivement : 

' — 7 — <34 _ 57 

\ ~T^^ 4' 



>7 . I _ 



K, 



5o. Equations k coefficients litteraux. — La 
regie est la m^me, lorsque requatioii, outre Tin- 
connue x, renferme d'aulres lettres donnees a, b, c. 
Soit, par exemple, Tequation : 

3a.r -f- ^ ^ cr j; -f- 4 . 

On Tecrira comme II suit : 

(3a — c).r =: f^ —r by 

et on en deduira que or est egal au quotient de 4 — b 
par 3a — c, ce que Ton ecrira, en employant la 
notation des fractions rationnelles : 

ia — c 

II n'y a pas lieu dc sunplifier cette fraction. Si 

I'on avait : 

3a^.r = a^U^, 

on obtiendrait, par la regie de division des monomes : 

o^ I 2^ 

^ao 3 

Si Ton a I'equation : 

(a — />) .r =1 a^ — ^^ 



on ecrit 






a^b • 
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Mais Ton sait (Exercice 89) que Ton a identique- 
ment : 

si done on suppose que a — h n'est pas nul, on 
obtient en simplifiant : 

En eflet, dans ce cas, il y a un seiil nombre qui, 
multiplie par a — b, donne pour produit a^ — P et 
Ton sait que a -\~ b satisfait a cette condition. Si 
a — b etait nul, I'equation proposee se reduirait a 
une identite. 

Reg LB. — Pour resoudre une equation du premier 
degre on Veer it sous la forme : 

A. et B etant des expressions algebriques ne renfer^ 

mant pas x; la solution est alors donnee par la for- 

mule : 

__B 

"" — A' 

dans laquelle on se borne a indiquer la division^ 
quand on ne peut ou ne sait pas Veffectuer, On 
simplifie d'ailleurSy lorsque c*est possible, la frac- 

tion -J, en tenant com/He de la remarque du n° ^5. 

5i. Discussion. — Considerons Tequation du 
premier degre : 

a.r =: b, 

dans laquelle a et b designent deux nombrcs don- 
nes quelconques. Discuter cette equation, c'est 
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etudier les circonstances diverses qui peuvent se 
presenter, suivant les valeurs des nombres a et h. 
Ces valeurs peuvent etre des nombres positifs ou 
negatifs, ou bien le nombre zero. Supposons d'abord 
que a ne soit pas egal a zero; il existe alors, quel 
que soit i, un nombre et un seul qui, multiplie 
par a, donne pour produit h; on designe ce nombre 

par — ; Tequation est done verifiee lorsqu'on y rem- 

place or par - et seulement dans ce cas; elle admet 

line seule solution bien d^terminee; nous pouvons 
done enoncer le theoreme suivant : 

Theoreme. — Lorsque le coefficient a de x nest 
pas nul, Vequation dii premier degre ax = b admet 
line solution unique et bien determines 

Supposons maintenant que a soit nul ; on pent 
dire alors qu'il n'y a plus d'equation, puisque x 
disparait. Ce cas ne se presenterait done pas si Ton 
ne considerait que des equations numeriques, car 
on n'aurait jamais pense a regarder comme une 
equation une egalite ne renfermant pas x; mais 
lorsque les coefficients sont des lettres, il peut 
arriver que Ton soit conduit, par le probleme pose, 
a donner dans certains cas a ces lettres des valeurs 
telles que a prenne la valeur zero; on saisira la 
portee de cette remarque en etudiant le chapitre 
suivant. On se propose de savoir ce que devient la 
solution dans ce cas particulier. 

Supposons d'abord que a etant egal a zero, 
b soit different de zero; il n'existe alors aucun 
nombre x, qui, multiplie par a, donne pour produit b; 
I'equation est impossible. On remarquera que, si a 
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est tres petit, — est tres grand en valeur absolue,et 



a 



d'autant plus grand que a est plus petit; il est done 
naturel de dire que la solution disparait en devenant 
infiniment grande ct de la representer par le sym- 
bole X (deja utilise au n° 43 de TAlgebre premier 
cycle et au n° I lo des Notions d'Algebre). 

Supposons enfin que a et i soient nuls tous 
les deux; alors tout nombre verifie Tequation, 
puisque tout nombre multiplie par zero donne 
pour produit zero; on dit alors que Tequation est 
inde te rm i ne e ; elle admet pour solution tin nombre 
qiielconque. La formule dans ce cas se reduit a 



o 



la forme - puisque h etasont tous deux nuls; aussi 



o 



dit-on quelquefois que - est un symbole d'indeter- 



o 



mination. On pcut resumer la discussion dans le 
tableau suivant : 



RESUME DB LA DISCUSSION UE L*EQUATI0N ax b 


HYPOTHESES .' 


LA SOLUTION : 


ON DIT QUE 
l'eQUATION EST 


FOBMULE 
OU SYMBOLE 

« 


a ^O 


est unique 


determin^e 


_b 

a 


a o b :^ o 


n'existe pas 


impossible 


X = OD 


a — b — o 


est un nombre 
quelconquc 


indetermin^e 


o 

X =" 

o 



BoRBL. — Algibre, 2« cycle. 
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II. SYSTEMES D'EQUATIONS DU PREMIER DEGRE 
A PLUSIEURS INGONNUES 

52. Syst^mea d'cquations. — On dit que plu- 
sieurs equations forment un systhme lorsque Ton 
suppose que ies inconnues ou variables qui y sont 
designees par Ies m^mes lettres doivent y 6tre rem- 
placees par Ies m6mes nombres; lorsque ces nom- 
bres verifient toutes Ies equations, ils constituent 
line solution da systeme. 

Par exemple le systemc : 

.r -h 3?/ zn 5 
admet la solution x=i, y^= i ; Ic systeme : 

admet la solution .r = i, y z=li^ z= io. 

On dit que deux systemcs sont equivalents lors- 
qu'ils admettent Ies m^mes solutions, c'est-a-dire 
lorsque toute solution du premier est solution du 
second et que toute solution du second est solution 
du premier. 

La methode que nous avons suivie pour resoudre 
une equation du premier degre a une inconnue 
revenait au fond a remplacer cette equation par 
une equation equivalente plus simple; de m^me, 
pour resoudre un systeme d'equations du premier 
degre a plusieurs inconnues, on cherche a le rem- 
placer par un systeme equivalent plus simple. Nous 
allons etudier d'abord Ics systemes d'equations, en 
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commencant par les systemes a deux inconnues, 
par une methode tres elementaire; nous repren- 
drons ensuite, d'une maniere plus detaillee et plus 
complete, le cas dc deux equations a deux Incon- 
nues. 

53. Syst^me de deux equations h deux incon- 
nues. — Etant donne un systeme d'equations du 
premier degre, on commence par simplifier clia- 
cune des equations en operant commc nous avons 
fait dans le cas d'une inconnue, c'est-a-dire en 
reunissant les termes inconnus dans les premiers 
membres et les termes connus dans les seconds. 

Soient, par exemple, les equations : 

3 -f- IX = 4 — 5y 
2 — ay = 6 — 3.r. 

On pent les ecrire : 

^jc — 2y = 4 . 

Pour resoudre ce syStemc, nous emploierons la 
methode dite de substitution. II s*agit de deter- 
miner des valeurs de x et de y qui verifient ces 
deux equations. Si Ton connaissait la valeur de .r, 
la premiere equation donnerait la valeur de y par 
la formule 

I 2.V I 2 

dans laquelle :r aurait une valeur determinee. 

Cette valeur de y doit verifier la seconde equa- 
tion, dans laquelle la lettre x a la meme valeur, 
d'apres la definition d*un systeme ; si Ton substitue 



^ 
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cette valeur de y dans cette seconde Equation, on 
obtient : 



3x-a(^3._|^-^ = 4. 



C'est line equation du premier degre a une seule 
inconnue a:; elle donnera pour a: une valeur unique 
et determin6e et, connaissant cette valeur de :r, on 
obtiendra la valeur de y par la formule deja ecrite : 

I 2, 

5 5 

Entrons dans le detail des calculs; Tequation en x 
donne successivement : 

5 5 

19 22 

5 5 



JC = ^, 



22 



et Ton a ensuite 



I a 19 — 44 — ^5 — 5 

^~"5~5'^"~ 5,Xi9 — 5Xi9~~»9"' 

On deduit de la marche suivie la regie suivante. 

Regle. — Pour resoudre un systeme de deux 
equations du premier degre a deux inconnues x et y 
par la methode de substitution , on resout Vune des 
equations par rapport a Vune des inconnues ^ y par 
exemple, comme si V autre inconnue x etait connue ; 
on substitue V expression obtenue a y, dans V autre 
equation, qui de\>ient ainsi une equation a une 
inconnue .r, que Von sait resoudre. La valeur de x 
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ay ant ete obtenue par la resolution de cette equation, 
on ohtient y en remplacani x par cette s^aleur dans 
V expression de y. 

54. Cas d'impossibilite et d'indetenninatioxi. 
— Nous avons ramene la resolution d'un systeme 
a la resolution d'une equation du premier degre a 
une inconnue; suivant que cette equation sera deter- 
niinee, impossible, ou indeterminee, le systeme lui- 
m^me sera determine, impossible, ou indetermine. 
Nous avons deja donne un exemple du cas deter- 
mine, c'est-a-dire du cas oil la solution existe, et 
est unique. En voici des cas d'impossibilite et d'in- 
determination. 

ExBMPLE I. — Resoudre le systeme : 

4 j: -h 6y = 1 5 
6^ -+-93/ = iS. 

La premiere equation donn§ : 

1 5 — f\.T T 4 5 2 

a J 

En remplaganty par cette valeur dans la seconde, 
on a : 



(6-6)0;= i8-^ = =l9. 



Le coefficient de x est egal a zero et le terme 
independant de x n'est pas nul : V equation est impos- 
sible; le systeme propose est done impossible, c'est- 
a-dire qu'il n'y a pas de valeurs de x et de y qui 
le v^rifient. 
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ExBHPLE II. — Resoudre le systeme : 

4x -4- 6y = 1 8 

On tire de la premiere equation : 

1 8 — t^x „ 2 
y = — 6— = 3-3x 

et la seconde devient : 

6a: -4-9 (3 — -.x\=zirj 

(6 — 6).r = 27 — 27. 

Elle se reduit a unc identite : le coefficient de x 
et le terme constant sont tons deux nuls; x est 
indeterminej c'est-a-dire qu'une valeur quelconque 
de X verifie cette equation. On pourra done choisir 
X arbitrairement; y s^a alors donne par la formule 
que nous avons obtenue : 

Par exeniple, on pourra prendre x =^ 3 et Ton aura 
y = I ; ou bien x = — 3 et Ton aura y = 5, etc. 

L'indetermination est ici simple; on entend par la 
([uiine inconnue et itne seule peut 6tre prise arbi- 
trairement, et que Tautre inconnue est alors deter- 
minee, sa valeur dependant d'ailleurs generalement 
de la valeur choisie pour la premiere. 

55. Systemes de plus de deux equations. — 
La methode de substitution s'applique sans modifi- 
cation essentielle a la resolution d'un systeme de 
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3, 4> etc., equations a 3, 4> etc., inconnnes. Nous 
allons le monlrer sur quelques exemples. 
ExBMPLE I. — Resoudre le systeme : 

a.r -h 3y + 42 = I G 
5.r -+- 8y -4- 23 =:r 1 
3.r -f- y — ac=5. 

La premiere equation donnc : 

16 — 7,X — 3?/ , I 3 

En substituant cette valeur dans les deux autres, 
on obtient : 

5.r — 8y + a U — ^ .r -- - y j =r I 

3.r — y — 2^4— ^.^•— ^yj = 5 
ou, en simplidant : 

4-^ — -f y = — 7 
4-2:+-y = i'3. 

C'est un systeme de deux equations a deux incon- 
nues. 

La premiere de ces equations donne : 

— 7 — 4.r 14 8 

_19 19 '9 

2 

et la seconde devient alors : 

4^-h-( — H .r = I J, 

a\'9 '9 / 
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c^est-a-dfre : 



d*ou : 



80 2'|0 



.tz=i 3. 



On aensuite : 

Le systerae propose est done completement 
resolu. 

ExBMPLE II. — Resoudre le systeme : 

•^-4-y H-2 + f= 14 
ay — 4/ = — .7 
.r -f- z = 10 
3+af=9. 

La premiere equation donne : 

t^=. 14 — X — y — z 

et; en substituant dans les autres, on obtient : 

ay — 4(14— J^ — y — s) = — 7 

x-\-z =10 

3_|_2(l4— X — y — 3) = 9, 

c'est-a-dire, en simplifiant : 



4j;-f-6y + 43 = 49 

X-\- S = I o 

— IX — ay — zz=. — 19, 
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La premiere de ces equations donne : 

,_. 49 — 4-3: — 6y 49 ^ 3 
4 4 a ^ 

d'ou, en substituant : 

. 49 3 

4 2*^ 

/49 3 \ 

— a-^ "" ^^ "" V"f — "^ "^ -2 y/ "" ^^' 

c'est-a-dire : 

2^ 4 

1 27 

La premiere de ces equations donne : 

3 
2 

II se trouve que cette valeur ne renferme pas x ; 
mais cela ne change en rien la methode ; la substi- 
tution dans la seconde equation donne : 

3 27 

""•^~4-^"'T' 

c'est-a-dire : 

XZZZ — 6 

J7 = 6. 

Connaissant x et //, on a : 

_49 ^ 49 a 9 



z 



4 4 4 
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Connaissant x^ ^ et 3, on a : 

3 5 

/=i4 — X — y — z= 14 — 6 4=-' 

Le syslemc est resolu. 

Remarque. — On abrege souvent beaucoup les 
calculs en choisissant convenablement Tequation 
d'oii Ton tire la valeur de Tune des inconnues pour 
la substituer dans les autres. C*est surtout la pratique 
des calculs qui guide pour ce choix; d'une maniere 
generale on pent seulement dire que Ton doit 
s'arranger pour avoir des expressions aussi simples 
que possible. 

Reprenons, par exemple, le systeme precedent, 
que nous recrivons : 

•^ -f- ?/ + 2 -f- / = 1 4 

x^z =z 10 

5-|-2f =9. 

On remarquera que la troisieme expression donne 
pour z une expression tres simple : 

2=10 — .r. 

En substituant cette valeur dans les trois autres 
on obtient : 

ay — 4^ = — 7 

(10 — .r)-h2f =9, 

c'cst-a dire : 

y-t- f=4 

ay — 4f= — 7 
— ^-f- 2/ = — 1 
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La premiere de ces equations donne : 

d'oii en substituant : 

2(4—0— '4' = — 7 
— X -+- a/ = — I , 

c'est-a-dire : 

— 6/ = — -i5 

— a: -f- 2/ = — I , 

d'ou Ton tire : 

— i5 5 

— 6 2* 

On obtient ensuite : 

— X = — I — %t=: — 6 
jr = 6 

y=:4-/=4-- = - 
S:=:iO — ,V= lO — 6 = f^, 

Dans certains cas aussi, il est preferable d'cni- 
ployer la methode d'elimination par addition que 
nous exposerons dans un instant. 



III. DISCUSSION DUN SYSTEME DE DEUX EQUATIONS 

A DEUX INGONNUES. 

56. G6n6ralit6ssurles syst^mes. — Rappelons 
que Ton appelle systeme d'equations Tensemble de 
plusieurs equations qui doivent ^tre verifies simul- 
tanement, c'est-a-dire pour les m^mes valeurs des 
inconnues et solution d'un systeme tout ensemble 
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dc valeurs cles diverses inconnues qui verifient les 
equations du systeme. Par cxemple, pour le sys- 
teme etudie a la fin du precedent paragraphe, les 
valeurs : 

x = '-6y y = -, '2 = /,, ' = -» 

constituent une solution de systeme. 

On dit que deux systeines sont equwalenls lors- 
qu'ils admettent les memes solutions. Pour cela il 
est necessaire que : 

1® Toule solution du premier soil aussi solution 
du second ; 

2® Toute solution du second soit aussi solution 
du premier. 

On devra done avoir soin de demontrer ces deux 
points pour demontrer Tequivalence de deux sys- 
temes. 

Le procede le plus habituellement employe pour 
obtenir un systeme equivalent a un systeme donne 
consiste a faire des comhinaisons lineadi'es des 
equations de ce systeme donne; voici ce que Ton 
entend par la. 

Supposons d'abord que les equations du systeme 
propose, au nombre de trois par exemple, soient 
ecrites de maniere que les seconds membres se 
reduisent a zero, c'est-a-dire aient la forme : 




A, B, C designant certaines expressions algebri- 
ques. On appelle comhinaison lineaire dc ces equa- 
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tions toute equation de la forme : 

aA -+- *B 4- cG = o, 

a, i, c deslgnant des nomhres quclconques, positils 
ou negatifs. Par exemple requation : 



3 

5 lo 



aA — ^B-h — G = o 



est une combinaison lineaire des equations donnees; 
il en est de m^me de Tequation : 



3 

oA — -0 = 0. 



4 



Dans ce dernier cas nous avons : 

, 3 

az=zio o^o €•=. — ~; 

'\ 

h etant nul, la combinaison lineaire ne renferme 
pas B. Les nombres a, i, c sont dits les multipli- 
eateurs correspondant aux equations A = o, B = o, 
C = o; pour que la combinaison lineaire renferme 
effectwement Tune des equations, B, par exemple, 
il est necessaire et suffisant que le multiplicateur 
correspondant b ne soit pas nul. 

Pour former une combinaison lineaire des equa- 
tions d'un systeme il n'est pas necessaire de faire 
passer tons les termes dans le premier membre, 
comme nous Tavons suppose. Soienl, par exemple, 
les equations : 

A = A' 

B = B' 

C = G', 

dans lesquelles A, B, C, A', B', O designent des 
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expressions algebriques quelconques. On pent les 

ecrire : 

A— A' = o 

B — B' = o 

G-C' = o. 

Formons la combinaison lineaire suivante : 
a (A - A')-h * (B -^ B') -4- (G — C) = o. 

Cette equation pent s'ecrire aussi : 

aA-hbB-hcC = aM -h *B' -h cC\ 

et Ton voit qu'elle se deduit des equations donnees 
par la regie suivante. 

Rkgle. — On obtient une combinaison lineaire de 
plusietirs equations donnees en formant une nou- 
i>elle equation dont le premier membre est egal a la 
somme des produits des premiers membres des 
equations donnees par certaines constantes a, by c, 
et dont le second membre est egal a la somme des 
produits des seconds membres des equations donnees 
oar les mSmes constantes prises dans le m^me ordre. 

Dans la pratique il est commode d'ecrire les 
multiplicateurs a, 6, c en regard des equations 
proposees, et aussi de ranger, s'il y a lieu, les ternies 
semblables dans une m6me colonne verticale. 

ExEMPLB. — Former une combinaison lineaire des 
equations suis^antes : 



IX— y — 


5 


/|.r — 33 -h y _. 


2 


z — X — 3y — 


6, 



as>ec les multiplicateurs 2, — i, — 2. 
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On adoptera la disposition suivante : 

IX — y =rr 5 2 

4'^ -h y — '^z^=. 1 — I 

— X — 3y-i-c = — 6 — 2 

et Ton obtiendra le coefficient de chaque inconnue 
dans Tequation combinaison lineaire en faisant la 
somme des produits obtenus, en multipliant le 
coefficient dc cette inconnue dans chacune des 
equations par le multiplicateur inscrit en regard. 
Par exemple, on aura pour x : 

2X2-h4X(— l) + (— l)X(— 2) = 4 — 4 + 2 = 2, 

de m^me, pour y : 

(— i)X2 + iX(— i)-h(— 3)X(— 2) 
= — 2 — i+G = 3; 

pour z : 

[- 3) X (— i) + I X (- 'i) = 3 - 2 = I, 

et enfin, dans le second membre : 

JX2-|-2X(— l)-4-(— G)X(— 2)=I0— 2+ I2 = 20. 

La combinaison lineaire deniandee est done : 

IX -\- "iy -\- z ■=. 20. 

Nous donnerons d'autres exeniples aux exercices. 

57. Theor^me fondamental de la m6thode d'^li- 
mination par addition. — 11 est clair que toute 
combinaison lineaire de plusieurs equations est 
verifiee pour toutes les valeurs des inconnues qui 
verifient ces equations; car si, pour certaines 
valeurs des inconnues, on a : A = o, B = o, C = o, 
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on a aussi : aX-\- bB -{- cC = o, quels que soicnt 
Ics nombres a, i, c. II est done nature!, pour 
former un systeme equivalent a un systeme donne, 
d'lUUlser les combinaisons lineaires des equations 
du systeme propose. Telle est en eCFet la methode 
communement employee. Mais s'il est clair que tout 
systeme compose de combinaisons lineaires admet 
toutes les solutions du systeme propose, la reci- 
proque n'est nullement evidente et, en fait, n'est 
pas toujours exacte. Nous ne pouvons etudier ici en 
detail cette importante question; nous nous con- 
tenterons d'indiquer un cas tres important dans 
lequel on est assure de Tequivalence et dont la 
connaissance nous sufGra largement pour les appli- 
cations que nous avons a traiter. 
-* Theorkme fondamental. — Etant donne un sys- 
teme qiielconquG (Teqnationsy on obtient un systeme 
equwalent en remplacant Vune des equations de ce 
systeme par une comhinaison lineaire renfermant 
effectwement cette equation, c'est-a-dire telle que le 
multiplicateur correspondant a Inequation que Von 
remplace soit different de zero. 
Par exemple, soit le systeme : 



(0 



D'apres le theoreme le systeme suivant lui est 
equivalent : 

A = o 
(II) ^rtA-+-*B-hcC = o 

C=:0, 
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a condition que Ton suppose ejcpressement que b 
est different de zero, c'est-a-dire que la combi- 
naison lirieaire par laquelle' on a riemplace la 
seconde equation du systeme I renferme effective-* 
ment cette seconde equation *. 

Pour demontrer que le systeme (11) est equiva- 
lent au systeme (I), il faut montrer d'abord que 
toute solution de (I) verific (11) et ensuite que toutc 
solution de (II) verifie (I) : 

I** Toute solution de (I) verifie (II); car si A, B^ C 
sont nuls, il en est de m6me de ak -\- b^ -\- cC; 

a° Toute solution de (11) verifie (I); car si (11) 
est verifie A et C sont nuls, ainsi que ak -f- ^B -f- cC ; 
comme A et C sont egaux a zero, il en est de m^nie 
de ak. et de cC, de sorte que iB = o; et comme h 
nest pas egal a zeroy il en resulte que B = o; le 
systeme (I) est done verifie. 

Le theoreme est done completement demontre. 

Nous allons Tappliquer a la resolution, puis a la 
discussion d'un systeme quelconque de deux equa- 
tions du premier degre a deux inconnues. 

58. Resolution dW systfeme de deux Equations 
du premier degr6 k deux inconnues. — Etant 
donne un systeme quelconque de deux equations du 
premier degre a deux inconnues, on peut, dans 
chaque equation de ce systeme, faire passer les 
termes inconnus dans le premier membre, les 



I. La necessite de cettc condition est intuitive; il est clair que 
si b etait nul, il nc subsistcrait dans le systeme (II) aucune trace 
de la seconde equation du systende (I), c'est-a-dire aucune trace des 
coefficients qui figurent dans B ; les solutions de ce systeme (II) 
lie dependant nullement de ces coefficients, il n'y aurait aucune 
raison pour qu'elles verifient I'equation B = b. 

BoREi.. — Algebrc, 2* cycle. n 
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termes connus dans le second membre ct faire 
ensulte la reduction des termes semblables. Le sys- 
tenie prend alors la forme canonique suivante : 

by := c 



iax -^by= c 

^^^ \ a'x -+^ b'y = c' 



dans laquelle a, i, c, a\ b'y c*', designent soit des 
nombres, soit des expressions algebriques compo- 
sees avec les quantites regardees comme connues. 
Nous nous proposons de resoudre le systeme (A). 
Nous supposerons d'abord que Ton a : 

nb' — ba' zjh.Of 

et nous dirons que nous nous trouvons dans le cas 

general; nous etudierons dans le paragraphe sui- 

vant, consacre a la discussion, les cas particuliers 

oil Ton a : 

ab' — ba' z=zo. 

La quantite ab' — ba s'appelle le determinant du 
systeme ; elle joue un role essentiel dans la deter- 
mination des solutions de ce systeme. 

Le determinant aV — ha! 6tant suppose different 
de zero, il est clair que les coefficients h et V ne 
peuvent pas Mre nuls tous les deux; car si Ton 
avait : 

^ = O ^' z=z o, 

il en resulterait : 

ab' — ba' = o. 

Supposons, pour fixer les idees, que b soit diffe- 
rent de zero (dans le cas ou b serait nul, h' serait 
s6rement diff6rent de z6ro et Ton procederait d'une 
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mani^re analogue) ; nous obtiendrons alors un sys- 
teme Equivalent au systeme propose en remplagant 
la seconde equation de ce systeme par la combi- 
naison lineaire obtenue en prenant les multiplica- 
teurs 6'et — A; calculous cette combinaison d*apres 
la regie de la page 94- 

ax -^hy ^=.c b' 

a'x -{-b'y = c' —b 

L'inconnue y disparait dans la combinaison li- 
neaire, par suite du choix des multiplicateurs; elle 
se trouve eliminee; et Ton obtient I'equation : 

{ab' - ba')x = cb' — be', 

de sorte que le systeme propose est equivalent au 
suivant : 

/A'\ cax-^rby=zc 

^^ ^ I [ab' — ba')x = cb' — bc\ 

La seconde Equation de ce systeme (A') ne ren- 
ferme plus que I'inconnue jc ; de plus le coefficient 
de a: est prEcisEment le determinant ab^ — ba que 
nous avons suppose different de zero ; cette seconde 
equation fournit done pour x une s^aleur unique et 
determinee. Si nous substituons cette valeur a la 
place de a: dans la premiere equation du systeme 
(A'), nous obtenons une equation a une inconnue y 
dans laquelle le coefficient b de y est different de 
zero. Cette equation fournit done pour y une solu- 
tion unique et determinee. Comme le systeme (A') 
est equivalent au systEme (A), nous pouvons con- 
clure de la que le systeme (A) admet une solution 
unique et determinee, d*ou le thEorfeme : 



i 
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Theoremb. — Lorsque le determinant ah' — ha' 
est different de zero, le systeme (A) admet une solu- 
tion unique et determinee. Nous verrons, dans la dis- 
cussion, que la condition enoncee ici comme suffi- 
sante est aussi necessaire, c'est-a-dire que ce theo- 
reme fait connaitre le seul cas oil la solution du 
systeme (A) est unique et determinee, 

59. Calcul de la solution. — Pour calculer la 
solution dont nous venous de demontrer I'exislence, 
il suffit de resoudrc le systeme (A'); la seconde 

equation donne : 

cb' — be' 



X 



ab' — ba" 



et, en substituant cette valeur dans le premier, 
celle-ci devient : 

a(cb' — bc') biac' — ca') 
^ ab' — ba' ab' — ba' ' 

d'ou, puisque b est different de zero : 

ac' — ca' 

'^ — ab'-^ba" 

On peut obtenir plus simplement la valeur de 1/ 
en remarquant que si Ton elimine x entre les equa- 
tions du systeme (A), ce qui peut se faire en choi- 
sissant comme multiplicateurs — a et a, on obtient : 

• ( — a'b-\-b'a)yz= — ca' -\~ac\ 

On pourrait aussi deduire la valeur de y de celle 
de X en remarquant que le systeme propose ne 
change pas lorsqu'on y permute simultanement .r 
avec y, a avec h et a avec b' ; il suffit de faire ces 
permutations dans la formule qui donne x pour 
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obtenir la formule qui donne y *. De telles remarques 
sont fort utiles pour simplifier les discussions. Quoi 
qu'il en soit de la methode employee, nous arri- 
vons a la regie suivante. 

Regle. — La solution du systeme (A) est donnee 
par les for mules : 

cb' — be' 
xz 



" ab' — ba' 

ac' — ca' 

y — ab' — ba'' 



dont le denominateur commun est le determinant 
ah' — ba'y le numerateur de chaque inconnue se 
deduisant du denominateur en y remplacant chaque 
coefficient de Vinconnue dont il s^agit par le terme 
connu de la mSme equation (c'est-a-dire a par c et 
a par c si Ton cherche a:; b par c et b' par c si Ton 
cherche y). 

Dans les applications, au lieu d'appliquer les for- 
mules il est souvent aussi commode d'effectuer 
directement les calculs d'elimination. On utilise 
alors la regie suivante. 

Regle. — Pour calculer Vinconnue x on forme une 
combinaison lineaire des equations proposees en 
prenant comme multiplicateur de la premiere equa- 
tion le coefficient de y dans la seconde, et comme 
multiplicateur de la seconde equation le coefficient 
change de signe de y dans la premiere. On obtient 
ainsi une equation qui ne contient plus y et d'oii 

I. Nous avons en effet demontre que la solution est unique et 
determin^e ; done, quelle que soit la methode qui conduise k une 
valeur pour y, nous sommes certains que nous trouvons bien la 
I'aleur unique et determinee de cette inconnue. 
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Von tire la s^aleur de x. Pour calcuier y on peuty soil 
utiliser cette valeur de x en la substituanl dans I'une 
des equations proposeesy soit proceder directement 
d'une maniere analogue^ cest-d-dire former une 
combinaison lineaire en prenant pour multiplica- 
teurs le coefficient de x dans la seconde equation 
et le coefficient change de signe de x dans la 
premiere, 

Remarque I. — II est inutile de s'assurer au 
preable que le determinant aV — ba n'est pas nul; 
c'est une consequence du calcul m^me, car ce deter- 
minant est ^gal au coefficient de x (ou de y) dans 
r^quation resultant de la combinaison lineaire ; si ce 
coefficient est nul, on s'en aper^oit immediatement 
en appliquant la regie. 

Remarque II. — II est quelquefois possible de 
prendre des multiplicateurs plus simples que ceux 
qu'indique la regie. Dans le cas ou les coefficients 
sont des nombres entiers, on simplifie les calculs 
en recherchant le p. p. c. m. des valeurs absolues 
des coefficients de y et en prenant pour multiplica- 
teur de chaque equation le quotient de ce p. p. c. m. 
par le coefficient de y dans cette equation, en ayant 
soin cependant de changer le signe de Van de ces 
quotients. 

ExEMPLES. I. — Resoudre le systeme : 

Prenons 2 comme multiplicateur de la premiere 
equation et 5 comme multiplicateur de la seconde ; 
nous ecrivons ces multiplicateurs en regard des 
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equations : 

2x -h 5y = /| ' a 

3x — ay =r 5 5 



igx =33 



et nous disons 2 fois 2,4 + 3 fois 5,i5= 19 coeffi- 
cient de .r. 2 fois 4>8+5 fois 5,25 = 33, terme 
connu ; nous avons done : 

_33 

Prenons maintenant les multiplicateurs 3 et 

— 2 : 

2 x -h 5y = 4 3 

3 J7 — ay = 5 — 2 

192/ = 2 

un calcul analogue donne : 

2 

L'eleve verifiera que les valcurs obtenues pour 
^ et y donnent bien une solution du systeme. 
II. — Resoudre le systhme : 

/|.r + 6y = 9 

Les coefficients 6 et 9 de y n'etant pas premiers 
entre eux, leur p. p. c. m. 18 est inf^rieur a leur 
produit ; il y a done avantage a prendre pour mul- 
tiplicateurs 3 et — 2 ; pour eliminer ^, on prendra 
ensuite pour multiplicateurs — i et 2. Pour ^viter 
de r^crire trop souvent les equations on pent adopter 
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la disposition suivante : 

3 /|.r -h 6y = 9 — i 

— a 'jlx -\- <)i/ =1 fj 2 

"8.^ =13 

I2y =15 

On a ecrit a gauche les mnltiplicateurs qui four- 
nissent Tequation ne renfermant plus que ^ et a 
clroite les multiplicateurs qui fournissent Tequation 
ne renfermant plus que y; on a successivement : 

3X4--aX^= la— 4=: 8 

3X9 — 2X7= 27 — 14 = 13 

{— i)x6-h2X9 = — 6+18=12 

(— «)X9H-aX7 = — 9-+-i-'»= 5- 
On obtient ainsi la solution : 

i3 5 

8 -^12 

L'eleve verifiera que ces valcurs satisfont aux 
equations proposees. 

III. — Resoudre le systeme : 

ax -4- by =:c 
a^jc-{-- Py=zc^. 

Pour eliminer y il suffit de prendre Ics multipli- 
cateurs 6 ct — I ct pour eliminer x, les multipli- 
cateurs — a et i; on adoptera la disposition sui- 
vante : 

b a x-{-h y^=.c — a 

— I arjc H- h^y z= c^ i 

[ah — a*) jrz=zbc — c' 
( — ab -h b^! 2/ = — ac -hc^ 
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d'ou Ton tire : 

^ ^_ c{b - c) 
a{b — a 

cic — a) 

Telle est la solution du systeine propose sous la 
reserve que les facleurs a, b, b — a par lesquels on 
a divise ne sont pas nuls ; s'ils etaient nuls, il y 
aurait lieu de discute?% comme nous TexpHquerons 
dans un instant. 

IV. Resoudre le systeme : 

.r-{-y= I 

a b 

Pour eliminer y on peut adopter les multiplica- 
teurs I et i et pour eliminer x les multiplicateurs 
I et — a; on obtient ainsi : 

•^( I H — \z=.i -{-lb 

y ^ I -f- ^ j =: I — 2fl, 

d'oii Ton deduit : 

a-\-b 

b(i — 2a) 

sous la reserve que le diviscur a -\- b n*est pas 
nul. 

60. Cas oil le determinant est nul. Discussion. 
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— Reprenons le systeme general : 

C ax -\- by = c 
W I a'x -h b'y = c\ 

Nous avons vu que lorsque le determinant 
ab^ — ba' n'est pas nul, ce systeme admet une solu- 
tion unique et determinee; nous allons maintenant 
^tudier ce qui se passe lorsque Ton suppose : 

(i) ab' — ba'-=o. 

Nous distinguerons deux cas. 

Premier cas. — Les coefficients a, by a\ V ne 
sont pas tous mils. Nous supposerons alors, pour 
fixer les id6es, que Ton a : 

On ferait des raisonnements et des calculs tout 
a fait analogues dans le cas ou ce serait a!^ ou b, 
ou y qui serait different de zero. (Bien entendu, 
il pent arriver, et il arrive le plus souvent, qu'aucun 
des 4 coedGcients n'est nul; on pent alors raisonner 
en partant de I'un quelconque d'entre eux comme 
nous raisonnons en partant de a), 

Le coefficient a n'etant pas nul, nous pouvons 
remplacer la seconde equation du systeme par la 
combinaison lineaire obtenue au nioyen des multi- 
plicateurs — a' et a; nous obtenons ainsi le systfeme 
equivalent au systeme (A) : 

-^. i ax-\-by =c 

V^^ \ {ab' — ba')y = ac' — ca' , 

Mais par hypothese ab^ — ba' = o ; done si Ton a : 
{Vj ac' — ca'7^0. 
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la seconde equation de ce systeme (B) est in(\pos- 
sible, c'est-a-dire n'est verifiee pour aucune valour 
de y ; le systeme (B) est done lui-m^me impossible 
et il en est de m^me du systeme equivalent (^). 
Les hypotheses (i), (2) et (3) entrainent Aox\^ 
Y impossibilite , Supposons maintenant que Ton ait 1 

(4) ac' — ca' j= o. 

La seconde des equations du systeme (B) est alors 
indeterminee; elle est verifiee quel que soil y. 

Prenons done pour y une valeur quelconque que 
nous designerons par y^; c'est-a-dire posons : 

2/ =2/0. 
La premiere des equations du systeme (B) devient : 

ax -f- by^ = c, 

et comme a est different de z6ro, elle donne : 

_c--by^ 



X 

a 



Le systeme propose admet done la solution sui- 
vante : 

a 

quel que soit yo> il est indetermine, de telle maniere 
que Tune des inconnues, a savoir y, pent 6tre 
choisie arbitrairement; et, lorsqu'ellc est choisie, 
rinconnue x est determinee. On remarquera que 
rinconnue qui pent 6tre choisie arbitrairement 
est y, alors que Ton a fait Thypothese (2), c'est- 
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a-dire que Ton a suppose different de zero un 
coefficient a de x, SI Tun des coefficients de y est 
different de zero, on pent de m^me prendre x arbi- 
trairement et y est alors determine enfonction Aex. 
L'indetermination qui se presente ici, comme con- 
sequence des hypotheses (i), (2), (4), est dite simple^ 
parce que Vune des inconnues seulement peut 6tre 
choisie arbitrairement ct que I'autre est alors 
determinee. 

Remarque. — Si Ton supposait : 

on trouverait de memo en eliminant y que le systeme est 
impossible si Ton a : 

(3)' be' — cb' ^ o, 

et indetermine si Ton a : 
(6)' bd — cV = o. 

II n'est pas inutile de remarquer que Ton doit necessairc- 
ment arriver a la meme conclusion quelle que soitl'inconnuc 
qu'on eliminc. EfTectivement dans les hypotheses (i), (2) 
et (2)' la relation (3) entraine (3)' et reciproquement, ou, ce 
qui revient au meme, la relation (4) entraine (4)' et reci- 
proquement. 

En eflet, « et fe etant diflerents de zero, la relation (i) 
peut s'ecrire : 

D'autre part, si la relation (4) est verifiee, ou bien Ton a 
c=rc' = o et la relation (4') est aussi verifiee; ou bien, si c' 
n'est pas nul, c ne peut pas etre nul, car ad n'est pas nul 
puisque a n'est pas nul, done a!c ne peut pas etre nul; on a 
done c ^ o et la relation (4) donne : 

a c 
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En rapprochant cette relation de (5) on obtient : 

\ . a' b' c' 

d'ou Ton deduit la relation (4)'. La relation (7) exprime que 
les deux equations proposees ont leurs coefficients propor- 
tionnels. 

Des lors toute solution de Tunc est n^cessairement solu- 
tion de Tautre. 

Second cas. — Les coefficients des inconnnes sont 
tons mils. On a, par hypothese : 

a = o a' = o ^ = y=zo. 

11 est clair alors que si c et c iie sont pas tons 
deux nuls, les equations proposees ne peuvent 
jamais ^tre verifiees toutes deux, quels que soient 
a; et y, puisqne les premiers membres se reduisent 
toujours a zero et que Fun an moins des seconds 
membres n'est pas nul. Si Ton a : 

c = o c' =.0 

les Equations proposees sont verifiees quels que 
soient x et y ; Tindetermination est double, car les 
deux inconnues peuvent 6tre prises arbitrairement. 

61. Resume de la discussion. — La discussion 
peut $tre resumee dans le tableau de la page suivante. 

Nous donnerons dans le chapitre suivant, a Tocca- 
islon des problemes du premier degre, des exemples 
de. discussion de systeraes, developpes ou a traiter 
comme exercices; la theorie precedente sera ainsi 
6clairee par des exemples concrets. 



110 



ALGEBRB 



DISCUSSION DU SYSTEME 

ax -\- by =zc 
a'x -\- b'y = c' 



HYPOTHESES 



ab'^ba'^o 



RESULTAT 



ac' — ca' :^ o 



ab' — ba' = o 



ac' — ca' = o 



a 
b 
b' 



 o 
o 
o 
o 



c et c' ne sont 

pas nuls tous 

deux. 



solution unique 
et d^terminee. 



FOBMULES 



X = 



y = 



cb' — be' 



ab' 
ac' 



ca 



systeme impos- 
sible. 



ind^termination 
simple. 



c = o c' ==o 



systeme impos- 
sible. 



indetermination 
double. 



X = 



g— %< 



a 



y = yo 



Dans ce tableau xq et yQ desigaent des nombrea quelconqnes, que Ton peut 
choisir arbitrairemeat. Dans le cas ou ab' — ba' = 0, si au lieu de supposer 
a^Qon supposait, par exemple, 6' ^ 0, et be' — cb' = 0, les formules 
eeraient remplac^es par les suivantes : 



X = 



Xq 



y = 



a'xc 
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IV. INEGALITES DU PREMIER DEGRE 

4 

62. In^galit^s numeriques. — On appelle ine- 
galite une formule par laquelle on exprime que, dc 
deux quantites, Tune est superieure a I'autre; ainsi, 
si I'on veut exprimer que 4 est sup6rieur a 3, ou 
est plus grand que 3, on ^crit : 

4 > 3, 

que Ton 6nonee 4 superieur a 3. On pent ecrire 
aussi : 

3<4, 

que Ton enonce 3 inferieur a 4. Ces deux inega- 
lites sont dites de sens differents. On voit que Fon 
peut per muter les deux membres d*une inegalite, a 
condition d^en changer le sens. 

Rappelons que tout nombre n^gatif est inferieur 
a z6ro, et que, de deux nombres negatifs, le plus 
grand en valeur absolue est inferieur a I'autre. 

On a, par exemple : 

-4< — 3 
— 2 < o 

— 5;< f. 

D'ailleurs, par definition (n° 18), Tinegalit^ 

signifie que la dilBTerence a — b est positive, ce que 
Ton ecrit : 

a — ^ > o. 



77 



112 ALGEBRB 

DesignoDS par c un nombre quelconque; Tod a : 

a + c — (^ -f- c) = a — b. 

Done, s\ a — b est positif, il en est de m^me do 
a ■\- c — (6 + c), c'est-a-dire que, si Ton a : 

a>b, 
on a aussi : 

de m^me, si Ton a : 

a<b, 

on a aussi : 

a-^c <C b -\-c 

a — c <C b — c. 

Nous pouvons done enoncer le 

Th£OR£M£ I. — On ne modifie pas le sens d'une 
inegalite en ajoutant ou retranchanl un meme 
nombre a ses deux membres. 

Par exemple, Ton a : 

— 4<-3, 
Ton a aussi : 

/|-hl2 < 3-f-12 

— 4 — i5 < — 3 — 1 5, 
e'est-a-dire : 

— i9< — i8. 

Theoreme II. — On ne modifie pas le sens d'une 
inegalite en multipliant ou dis^isant les deux membres 
par un mSme nombre positif ; on modifie ce sens en 
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multipliant ou divisant les deux membres par un 
m4me nombre n^gatif. 
Par exemple, on a : 

en multipliant les deux membres par 3, on obtient : 

6 < 12 

et en les divisant par 8 : 

iuegalites de m^me sens que la proposee. Au con- 
traire, en multipliant les deux membres par — 2, 
on obtient : 

— 4>— 8, 

et en divisant par — a : 

— I > — 2, 

inegalites de sens contrairc a la proposee. 

Pour demontrer le theoreme II il siiffit d'observer 
que le produit d'un nombre par un nombre positif 
est du m^me signe que le multiplicande, tandis 
que le produit d'un nombre par un nombre negatif 
est de signe contrairc a celui du multiplicande; 
si done on a : 

a > ^, 

e'est-a-dire : 

a — ^ > o, 

et si c est positif, on a aussi : 

(a — b]c > o, 

BoRKL. — Alg^bro, 2« cycle. 8 
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c'est-a-dire : 

ac — ^c > o 

ac > he, 
tnndis que si c est negalif, on a 

(rt — }))C < o 

ac — he <^ o 
ac < he. 

La demonstration est la ni6me dans le cas de la 
division. 

63. Inegalites du premier deg^r6. — On appelle 
inegalite du premier degre une inegalite dans 
laquelle figure, outre les quantites connues, une 
inconnue (ou variable) x on premier degre^. Par 
exemple, Tinegalite : 

3 
3.x: — ^ — 5.r > - .r — 9 

est une inegalite de premier degre en :v, Resoudre 
une inegalite, c'est determiner pour quelles valeurs 
de X elle est satisfaite. Les inegalites du premier 
degre a une inconnue se resolvent par une marche 
tout a fait semblable a celle que nous avons indi- 
quee pour les equations; il Taut seulement avoir 
grand soin de changer le sens de Tinegalite lors- 
qu'on multiplie ou divise par un nonibre negatlf. 



I. II serait plus correct d'cmployer, concurrcnimont ovcc le 
mot inegalite, les termes inequation et inidenlite, de meme qu'on 
emploie, concurremment avee egalite, les termes equation et iden- 
tity. Nous nous conformons a I'usage le plus repandu, ce qui n'a 
pas d'inconv^nient grave dans les questions elementaires que 
nous iraitons. 
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Soil, par exemple, a resoudre Tinegalite : 

En falsant passer les termes renfermant .r dans 
le premier membre et les autres dans le second 
membre, clle devienl : 

d'ou en divisant par '■ — 2 : 

— i3 

X <^ . 

'1 
On a change le sens, puisquc — 2 est negatif. 
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60. — Resoudre les equations : ~ 

2X ■\-b = bx — 4 

5 , 5 

-a?— 4=5-^ — 7 

'2 6 ' 

>jg ~ G , 3r — 4 5 J7 — 9 

J ^ 4 ~~ 28 ' 

\* \ox — 3 = 

7 ' 

1_ ^ _ 3 (, _ 2j;) _|_ a (l — 4ar) = ^. 

Les equations qui renferment des denominateurs devrout 
etre resolues de deux manieres : en chassant et sans chasser 
les denominateurs. 

61. — Resoudre les equations : 

ax -\- b =■ ex -\- d 
(a — bx)c = (a -j- bx)d 



ALCEBRB 






Resoudre lo sysWme : 

(» + 3y = 4 
( Sj — 3y = 5. 

Risoodre le systJme : 



 Resoudre le Bysleme : 



- ReBOudre le systeme : 

( « + j = .. 

- Resoudre le systfirae : 

BYSt^mea doivenl efc resolua de deux aaniires :_ par 
ulion et par la m^thode dea combinaiBOus Im^aires. 
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68. — Resoudre et discuter le systeme : 



I 



ax -\- by =: c 
hx — ay = d. 



69. — Resoudre et discuter le systeme : 

ax — by = c 
aa;2 — b'^y = c2. 

70. — Resoudre le systeme : 

Discuter la solution obtenue suivant les valeurs de X. 

71. — Resoudre le systeme ; 

I [a +X)x+{b +\)y = c +X 
}{a' + l)x + {b' + X)y=:c' + 'k, 

Discuter la solution obtenue suivant les valeurs de X. 

72. — Resoudre le systeme : 

^ + y+ ^ = 3 

x — y-j- z=z6 
X — y — 32= 12. 

73. — Resoudre le systeme : 

ar — y + 22==j 

^ + y + ^ =0 

X — y — /iz = 3. 

74. — Resoudre le systeme : 

X -\-Zy — z — ^ = 3 
x — y +2 + ^ = 1 

X y — z =6 

X -|- ^ = 13. 



118 ALGEBRE 

75. — Resoudre le systeme : 

IJ + Z -\-t z=:a 

z -\- t ~\- X = b 

X -\- y -\- z = (f. 
Generaliser. 

76. — Resoudre le systeme : 

^+ y+z—i 
ax -^ by -\- cz = m 

a^x -f- b'^y ■\- c^z = m« 

Generaliser. 

77. — Resoudre le systeme : 

bz — CJ = OL 

cz — ax = p 
ax — by = •^. 

On montrera qu'il est impossible en general et indetermin^ 
si la somme «a + fcp + cy est nulle. 

78. — Resoudre le systeme : 



X 



— a y — b z — c , . , 

= -^ Q = = au) -f. 6« + cz. 

a p Y « i' I 



79. — Resoudre les inegalitds : 

3j7 — 3 ;> 5x — 5 

/ix — 8 > 8a; — 3 

3 -^ ' 7 

I ^ _ 5 

4 7 . 

80. — Peut-on determiner \ de manierc que le systeme : 

(l + 3)x + {l + 2)y=.7\+i 
(A + 8)^ + (X + 6)y = 2X + 6 

soit indeterraine? Ayant ainsi determine X, comment doit-on 
choisir x pour que j* soit positif ? 
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81. — Resoudre les inegalilcs : 

a:c — b"^ ex — d 
a — bx ^,^^c — bx 



a 



82. — Resoudre le systeme : 



ax -\- by -{- cz = d 
a'x -\- b'y -\- c'z = d' 
oTx + b'^y \-d'z = dr. 



83. — Resoudre le systeme : 



\ 



Q%x ■\- b^y = c^ 
a^x -j- b^y =■ t'8. 



84. — Resoudre le systeme : 

--^ = - d — -] 

a b 1 \ cj 

Montrer que la solution de ce systdme verifie aussi I'equn- 
tioB : 

*_? = !(, +f\. 

a b ji \ ' c/ . 

85. — Resoudre le systeme : 

X y I / z\ 

a~'''b~lV'~c) 

et montrer que la solution ne verifie pas Tequation-: 

^^y — il, ^\ 

a 'b~-\'V''l'}- 
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PROBLEMES DU PREMIER DEGRE 



I. GENERALITES 

64. — La resolution d'un probleme par Talgebrc 
peut se subdiviser en 4 parties : 

1° Choix des inconnues; 

2° Misc en equations; 

3** Resolution et discussion des equations; 

4° Discussion du probleme. 

Nous avons etudi^ la 3'*"*' parlie dans le chapitre 
precedent; nous allons dire quelques mots des 
autres; ccs generalites seront d'ailleurs surtout 
cclaircies par les exemples. 

65. Choix des inconnues. — Lorsque Ton veut 
rcsoudrc un probleme par Talgebrc, la premiere 
question que Ton doit se poser est relative au choix 
des inconnues. Elle se subdivise en plusieurs parties : 

I** Quelles quantites prend-on comme inconnues? 
2* Comment sont-elles definies en valeur absolue? 
3° Comment sont-elles definies en signe? 
Examinons successivement ces trois points. 
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I** Dans les questions elementaires, l'enonc6 
indiqiic generalement d'une raanicre assez claire 
par elle-m6me quelles inconnues il faut choisir; 
c'est siirtout Fetude de nombreux exemples qui 
pent servir de guide pour choisir, dans certains 
cas, certaines inconnues de preference a d'autres : 
il en resulte parfois des simplifications assez grandes. 

2® Les quantites que Ton prend pour inconnues 
etant determin^es, il est essentiel de definir d'une 
maniere precise de quelle maniere on les repr^- 
sente par des nombres, puisque ce sont des nombres 
seulement qui figurent dans les formules de Fal- 
gebre. Pour cela, il faut fixer d'une maniere pre- 
cise V unite que Ton choisit; lorsqu'on aura trouve 
la solution, qui sera un certain nombre, on devra 
se rappeler quelle unite a ete choisie afin de con- 
naitre la signification de ce nombre. De plus, dans 
certains cas, il est necessaire de fixer une origine; 
si rinconnue est un temps, par exemple. 

3^ Dans bien des probleraes, les quantites incop- 
nues sont de nature telle qu'on peut les considerer 
comme positives ou negatives; il est done neces- 
saire, en m^me temps qu'on choisit une unite, de 
faire une convention precise relative au signe de 
chacune de ces quantites. On devra se rappeler 
cette convention, lorsqu'on aura obtenu la solution, 
de maniere a en connaitre la signification concrete 
precise. 

Soit, par exemple, le probleme suivant : 

Jean a 3 ans 6 mois et Pierre 18 mois; peut^il 
arrwer que Vdge de Jean soit double de celui de 
Pierre ?\\ est assez naturel de prendre pour inconnue 
le temps qui s6pare le moment actuel de I'epoque 
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ou I'agc de Jean sera (oii a ete) double de celui de 
Pierre. On prend done comme origine des temps 
Tepoque actuelle. De plus, on devra choisir une 
Unite de temps ; on prendra, soit le mois, soit Tannee. 
Enfin, on devra indiquer si Ton compte les temps 
comme positifs vers le futur et negatifs vers le passe, 
ou inversement. On aura alors fait les conventions 
necessaires pour pouvoir mettre le probleme en 
equation et, cette equation resolue, discuter le 
resultat. 

66. Mise en equations. — Mettre un probleme 
en equations, c'est traduire algebriquement par des 
equations toutes les conditions auxquelles doivent 
satisfaire les inconnues, d'apres Tenoned. Ces con- 
ditions s'expriment par des relations entre les 
inconnues et les quantites donnees; il faut avoir 
grand soin, avant d'ecrire ces relations, d'exprimer 
toutes les quantites de m^me nature avec la m6me 
unite et, s'il y a lieu, avec la m6me origine et les 
m6mes conventions de signe. Faute de prendre cette 
precaution essentielle, les equations ecrites ne signi- 
fieraient rien et on ferait des erreurs tres graves. 
Soit, par exemple, le probleme suivant : 
Deux voyagenrs se deplacent sur la route de Paris 
a Lyon; its sont tous deux entire Paris et Lyon^ le 
premier est a 3b^^^ de Paris et le second a SO^'^^ de 
Lyon; le premier se dirige s>ers Lyonas^ec une vitesse 
de 20^^ a Vheure' et le second se dirige vers Paris 
avec une vitesse de 4" a la seconde; on demande 
au bout de comhien de temps ils se rencontreront, 
sachant que la distance de Paris a Lyon est de 

500''"'. 

Nous prendrons comme inconnue le temps x qui 
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s'ecoule depuis Tepoque actuelle jusqu'au moment 
de la rencontre; ce temps sera suppose compte posi- 
tivement vers I'avenir et exprime en henres : nous 
avons ainsi choisi une origine des temps, un sens 
posltif pour les temps, et une unite de temps. Mais 
notre enonce renferme aussi des longueurs ; nous 
cholsirons une origine des longueurs, par exemple 
Paris, un sens positif, par exemple le sens de Paris 
vers Lyon, et une unite de longueur, par exemple 
le kilometre. Avec ces unites la position du pre- 
mier voyageur est definie par le nombre -|- 35 et 
sa Vitesse est -f" ^^ ; quant au second voyageur, sa 
position est definie par 5oo — 80 = 470 puisque 
Lyon est a 5oo*"" de Paris et qu'il est a So'^'^de 
Lyon vers Paris; quant a sa vitesse, il faut remar- 
quer que s*il parcourt 4™ ci^ une seconde, il par- 
court en une minute 4X6o et en une heure 
4x6oX6o= i4 4oo metres, c'est-ii-dire i4'^'",45 
de plus, il se dirige de Lyon vers Paris, c'est-a-dire 
dans le sens negatif; sa vitesse est done — i4,4 
avec les unites de longueur et de temps que nous 
avons choisies. 

Ces calculs preliminaires faits, la mise en equa- 
tion est immediate; il suffit d'ecrire qu'au bout du 
temps X les deux voyageurs sont au m^me point, 
c'est-a-dire que leurs distances a Paris sont egales; 
or, d^apres Tequation du mouvement uniforme, la 
distance du premier voyageur a Paris au bout du 
temps X est 35 -|- 20a; et la distance du second 
470 — 1 4,4'^/ r equation du probleme est done : 

35 -f- 2o.r= 470 — 1/4,4.^. 

67. DiscuBBion deB resultatB. — La resolution 
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de Tequation ou des equations d'un probleme est 

determineey impossible ou indeterminee ; Findeter- 

mination peut ^tre simple^ ou double, etc. ; dans le 

cas ou les equations sont determin^es, elles con- 

dulsent a des nombres qui peuvent 6tre positifs ou 

negatifs^ entiers ou fractionnairesy etc. Discuter le 

probleme, cest examiner quelles consequences on 

pent deduire de ces disperses circonstances au point 

de s^ue de la solution du probleme. 

Par exemple, iupposons que la lettre x repr6- 

sente le nombre d^hommes presents dans une 

3 
assemblee et que nous ayons trouve .r = j, ou bien 

^ = — 12; nous devrons en conclure que, si nous 
n'avons pa» fait d'erreur de calcul, le probleme 
propose est impossible. 

Nous montrerons sur des exemples comment on 
discute un probleme; cette discussion est genera- 
lement tres aisee dans le cas ou les donnees sont 
num^riques; elle est souvent plus longue lorsque 
ces donnees, ou quelques-unes d'entrc elles, sont 
repf^sentees par des lettres dont la valeur 
nuin^rique n'est pas connue. Pour faire une discus- 
sion complete, il est alors n^cessaire d^examiner 
successivement les diverses hypotheses que Ton 
peut faire sur le signe et la grandeur relative des 
donnees. Tout cela sera rendu plus clair par Tetude 
des exemples. 

II. PROBLEMES DU PREMIER DEGRE A UNE INCONNUE 

68. Definition. — On dit qu'un probleme est 
un probleme du premier degre a une inconnue 
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lorsque sa resolution se ramene a la resolution 
d'une Equation du premier degre a une inconnue. 

II importe d'observer que cette definition est 
moins pr6cise qu*elle ne le parait. Lorsqu'on donne 
un probleme, en effet, le nombre des inconnues 
qu'il faut introduire pour le resoudre depend par- 
fois en partie de la m^thode que Ton suit Par 
exemple, soit le probleme suivant : 

Paul a 3 houles de plus que Pierre; mats si Pierre 
ai>ait deux fois plus de boules, il en aurait 5 de 
plus que Paul, combien Pierre et Paul ont^ils de 
boules P 

On peut appeler a: le nombre de boules de Pierre 
et 1/ le nombre de boules de Paul, ce qui fait deux 
inconnues; on peut aussi remarquer que, si Ton 
appelle x le nombre des boules de Pierre, I'enonce 
nous apprend immediatement que le nombre de 
celles de Paul est a: -{-3; il est done possible de 
n'introduire qu'une inconnue. 

Une remarque analogue peut 6tre faite pour le 
degre. Soit, par exemple, le probleme suivant : 

Troui^er un nombre positif sachant que son carre 
augmente de 9 est egal au double de son carre 
diniinue de 7. 

Si Ton designe ce nombre par x, on a Tequa- 
tion : 

qui est du second degre. Mais on peut prendre 
pour inconnue le carr6 du nombre cherch6 ; si Ton 
designe ce carre par y, on a Tequation du premier 
degre : 

2/-+- 9 = ^2/ — 7^ 
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qui donne de suite y=\6; le nombre cherche « 
done 1 6 pour earre : il est egal a 4- 

69. Exemples de probl^mes du premier degre 
k une inconnue. PnoDLfewE 1. — Une fermiere ports 
au marche an certain nombre d'ceufs^ quelle compte 
^>endre 10 centimes piece; elle en casse 6, mais elle 
trou^^e a vendre les autres 15 centimes piece et rap- 
porte ainsi chez elle 1^^ de plus quelle ne comptait 
en partant, Comhien avait-elle d'ceufs? 

Designons par x le nombre d'oeufs qu'elle avait 
au depart; la somme que la fermiere comptait rap- 
porler chez elle sera designee par 10^, si nous choi- 
sissons le centime comme unite. L'enonce nous 
apprend qu'elle vend x — 6 oeufs a i5 centimes, ce 
qui lui rapporte [x — 6) iS ct qw'elle obtient ainsi i^', 
c'est-a-dire 100 eentimes de plus qu''elfe ne eomp- 
tait; Tequation du probleme est dooc : 

{jc — 6)i5= lojc-h 100. 

On en conclut : 

5j7 = 1 90 

X =. 38. 

La reponse est done : la fermiere avait au depart 
38 oeufs. II n'y a pas de dis-cussion, cette solution 
convenant parfaitement a la question posee. II est 
bon de verifier le resultat; s'il ne satisfaisait pas 
aux conditions du probleme, on devrait en conclure 
que Ton a fait quelque erreur et chercher a la 
decouvrir. 

On voit que 38 oeufs a 10 centimes donnent3^',8o; 
si Ton a 6 oeufs de moins, c'est-a-dire32, mais qu'on 
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lesvende 1 5 centimes, on obtient 4'^%8o ; c'est bien i^*" 
de plus; le resultat trouve est done exact. 

Problem B II. — Un marchand de vin desire obtenir 
100 litres de i^in liii rei^enant a 0^\50 le litre en 
melangeant dn vin qui Ini coiite 0^%35 le litre avec 
da vin qui lui coiite 0^',95 le litre. Combien doit-il 
prendre de nn de chaque espece? 

Designons par x le nombre de litres de vin a 
0,35 ; puisqu'il faut 100 litres en tout, le nombre 
de litres de vin a 0,96 est 100 — x, Le prix total 
de revient des x litres a o,35 ct des 100 — x litres 
a 0,96 doit Mrc egal au prix de 100 litres a o,5o, 
c*est-a-dire a 5o^^ On a done Tequation : 

0,35x4-0,95(100 — jr) = 5o, 

dans laquelle on a eu soin d'expriBfter toutes les 
valeurs en francs. 

En reduisant, on obtient : 

— o,6ox=: 5o — 95 = — /|5, 

d'oii Ton tire : 

— 45 /|5o f, 

•''-" — 0,60 — "6"— 7^- 

II faut done prendre 76 litres a o^'",35 et, par suite, 
25 litres a 0^95. 

Nous laissons a Televc le soin de verifier cc 
resultat. 

Problems III. — Un voleur s'est enipare d'une 
bicyclette et senfuit sur une route avec une vitesse 
de 20*^'" a Vheure; on sen apercoit 3 minutes apres 
son depart et un bicycliste s^elance a sa poursuite 
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ai^ec une sfitesse de 22^"^ a theure. An bout de com- 
bien de temps le rattraperu't-il P 

Designons par x le temps cherche, exprinie en 
minutes, et compt6 a partir du moment ou le voleur 
est parti; lorsque le bicycliste le rattrape, ils ont 
parcouru le m^me chemin, le premier ayant roule 
pendant a: minutes avec une vitcsse de 20 a Theure 
et le deuxieme ayant roule pendant a: — 3 minutes 
avec une vitesse de 22 a Theure. Comme le chemin 
parcouru pendant une minute est 60 fois plus petit 
que le chemin parcouru pendant une heure, Tequa- 
tion du probleme sera : 

ao 22, „v 

OU, en multipliant les deux membres par 3o : 

io.r =1= I i(.r — 3), 
d'oii : 

Le voleur est rattrape 33 minutes apres son 
depart. L*eleve verifiera ce resultat. 

Probleme IV. — Un pere a 40 aits et son fils en 
a 16; quand Vdge du pere sera-t~il triple de celui du 
fils? 

Designons par x le temps cherche, compte en 
annees a partir de T6poque actuelle, et suppose 
positif dans Tavenir. A Tepoque Xy Tage du pere 
sera \o -\- x et Tage du fils ib-\-x; on doit done 
avoir, d'apres Tenoned : 

40 -h -^ = 3( 1 6 -I- .r) , 



I 
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c'est-a-dire : 

x=: — /|. 

Discussion. — Nous trouvons comme solution un 
nombre negatif ; or nous avons design^ par a: un 
temps compte positivement dans Tavenir; nous 
devons en conclure que c'est il y a ^ ans que I'age 
du pere etait triple de celui du fils. En effet, le 
pere avait alors trente-six ans et le fils douze. 

Probleme V. — L'dge de Paul est represente par 
a et Vdge de Jacques par h; dans combien d'annees 
Vdge de Paul sera-t-il m fois plus grand que celui 
de Jacques? 

Dans cet enonce a, i, m designent des nombres 
quelcoiiqucs \ a ci b soiit supposes designer des 
annees. 

Mettons le probleme en equations, en suivant la 
in^me marche que pour le precedent. Au bout de x 
annees, Tage de Paul sera a -\- :r et Tagc de Jacques 
sera b -f- jc; on doit done avoir : 

a -h .r = m{ b -\- x) 

ou bien : 

\m — I )j7 = a — mby 

d'ou Ton tire : 

a — mb 



X 



m 



Au bout du temps x Page de Paul est : 

a — nib m(a — b\ 

a-f- j7 = aH = — ^ '- 

m — I m — I 

BoRBL. — Alg&bre, 2« cycle. 



130 ALGEBKE 

et Tage de Jacques est : 

a — mb a 



b-{-jc = b-^ 



m — I m 



L'age de Paul est done blen egal a I'age de Jac- 
ques, multiplie par m. 

Discussion. — Pour que la solution a: convienne 
au probleme, il faut d'abord qu'elle existe; de plus 
il est necessaire que les valeurs trouvees pour les 
ages de Paul et de Jacques soient positives. 

Pour que la solution a: existe, il faut que m — i ne 
soit pas nul. Si /w = i et a — mi^o, c*est-a- 
dire a — bz^o,le probleme est impossible. On pou- 
vait le prevoir, car si Paul et Jacques n'ont pas le 
m^me age et si Ton demande a quelle epoque ils 
auront le m6me age, le probleme est evidemment 
impossible. Nous avons dit que cette impossibility 
se representait par le symboleoo ; on pent inter- 
preter ce symbole en remarquant qu*au bout d*un 
temps tres long, leurs ages ne deviennent pas 
egaux, mais que cependant leur difference relative 
diminue; si au lieu de deux personnes, dont la vie 
est tres courte, nous considerons deux fossiles, dont 
Tun remonterait a cent millions d'annees, et Tautre 
a cent millions d'annees plus deux jours, on s'ac- 
cordera pour dire, en langage ordinaire, qu'ils out 
le m^me age. Ce n'est pas rigoureusement exact, 
mais c*est d'autant moins inexact que cet age est 
plus grand : telle est la signification de la solution 
<x> que Ton trouve. 

Si m etait egal a i, et en m6me temps a egal a i, 
Tequation seraitindeterminee, et le probleme aussi. 
Paul ct Jacques out actuellement le m^me age; a 



PROBLEMES DV PREMIER DEGRE 131 

quel moment auront-ils encore le m^me age? A 
un moment quelconque, telle est evidemment la 
reponse. 

Ecartons mamtenant le cas ou m serait egal a i ; 
nous aurons a etudier successivement le cas oil m 
est plus grand que i et le cas ou m est plus petit 
que I . 

Si m est plus grand que i, /w — i est positif; 
pour que les valeurs obtenues pour les ages de 
Paul et de Jacques soient positives, il faut et il 
sufHt que a — b soit positif, c'est-a-dire que a soit 
plus grand que b. Quant a la valeur de :i', elle est 
positive ou negative suivant que a — mb est positif 
ou negatif; c'est-a-dire suivant que a est superieur 
ou inferieur a mb. On pent traduire ainsi ces resul- 
tats en langage ordinaire : pour qu'il puisse arriver 
que Tage de Paul soit m fois plus grand que Tage 
de Jacques, m etant plus grand que i, il est neces- 
saire que Paul soit plus age que Jacques; dans cc 
cas, suivant que Tage de Paul estactuellement supe- 
rieur ou inferieur a m fois Tage de Jacques, Tepoque 
que Ton cherche sera future ou passee. 

Si a = b, on trouve pour les ages de Paul et de 
Jacques o; lorsque leur age a tons deux etait nul, 
on peut dire algebriquement que Tun d'eux etait m 
fois plus age que I'autre, quel que soiim; mais cette 
solution ne presente aucun inter^t; on exprime 
quelquefois ce fait en disant qu'elle est illusoire. 

On etudierait de la m^me maniere le cas oii m 

est inferieur a i ; mais on peut s'en dispenser, si 

Ton fait la remarque suivante : dire que Tage de 

3 
Paul doit 6tre la moitie ou les j de celui de Jacques, 
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c*est dire que Tage de Jacques doit 6tre le double 

ou les ^ de celui de Paul. Done si m est inferieur 

a I, il suffira de permuter dans I'^nonce les noms de 

Paul et de Jacques et de remplacer /w par — pour 

^tre ramen6 au cas d6ja traits ou m est superieur 
a I . II est tres important de s'habituer a faire des 
remarques de ce genre, qui souvent abregent et 
simplifient beaucoup les discussions. 

On peut resumer la discussion dans le tableau 
suivant : 



^ 



HYPOTHESES 
SUR m 


HYPOTHESES 
SUR a ET 6 


CONCLUSIONS 




»l= I 


a^b 


Probleme impossible. 




a~b 


indetermin^. 




7»> I 


a<ib 


impossible. 




a — b 


solution illusoire. 




b <Ca<^ mb 


j; <^ o ; I sol. dans le pass6. 




a — mb 


X — o ; I sol . au moment present. 




a^mb 


a;^o; i sol. dans I'avenir. 




m<:^i 


a^b 


impossible. 




a~b 


solution illusoire. 




mb <^a<^b 


x<Co', I sol. dans le pass6. 




a — mb 


X o ; I sol. au moment present. 




a <^mb 


a;]>o; i sol. dans I'avenir. 
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III. PROBLEMES DU PREMIER DEGRE 
A PLUSIEURS INGONNUES 

70. Definition et remarques g^nerales . — On 
dit qu'un probleme est du premier degre a plu- 
sieurs inconnues lorsque sa resolution se ramene 
a la resolution d'un systeme d'^quations du premier 
degre a plusieurs inconnues. Cette definition appelle 
des remarques analogues a celles que nous avons 
faites au n*> 68. Le nombre des inconnues et le 
degre des equations dependent parfois de la marche 
suivie pour la mise en equation; ils sont done en 
partie arbitraires, de sorte que la definition ne doit 
pas 6tre consideree comme absolument precise. En 
pratique cependant, il arrive, le plus souvent, que le 
nombre des inconnues et le degre des equations 
resultent immediatement de Tenonce. 

Pour la mise en equations il y a lieu d'observer 
que, si le probleme propose est determine, ce qui a 
lieu en general, le nombre des equations devra ^tre 
egal au nombre des inconnues : Venonce doit per- 
mettre d'ecrire autant d'equations quil y a dHncon" 
nues *. 

I . II peut arriver quil permetle d'en ecrire davantage ; le pro- 
bleme est alors impossible a moins que les Equations ne soient 
pas distinctes; nous ne pouvons developper ce point ici; indiquons 
un exemple : trouver deux nombres tels que leur somme soil 8, 
leur difference 2, et la difference de leurs doubles 4; on a les 
equations x -\- y = %\ x — y = 2; 2X — ay = 4, dont la troisieme 
est equivalente il la seconde; il suffit done de conserver les 
deux premieres. D'une mani^re gen^rale les operations ne sont 
pas distinctes lorsque Tunc d'elles se r6duit k une combinaison 
lin^aire des autres ; il est alors inutile d'en tenir compte, puis- 
qu'elle est verifiee lorsque les autres le sont. Mais nous ne pouvons 
faire une th^orie complete des combinaisons lin^aires d'equations 
du premier degr^. 
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Au sujet du choix des inconnues, c'est surtout 
la pratique qui guide dans les cas ou Ton peut 
hesiter; d'ailleurs s'il est souvent plus commode dc 
prendre pour ineonnues certaines quantites plutot 
que d'autres, ce n'est pas essentiel; tout choix d'in- 
connues qui conduit a des equations du premier 
degre permet d*obtenir la solution, par des calculs 
plus ou moins longs. 

71. Exemples de probl^mes du premier degr6 
k plusieurs ineonnues. PnoBLfeME VI. — On sail 
que 6™ de drap et 5™ de doublure content 4i^'"; 
8" de drap et 6™ de doublure coutent 54^%* quel est 
le prix du metre de drap et du metre de doublure? 

Soit X le prix du metre de drap et y le prix du 
metre de doublure, ces prix etant exprimes en 
francs. L'enonce donne les equations : 

6.r -h 5y = 4 1 
8.-c-|-6y = 54. 

La deuxieme equation prend une forme plus 
simple si Ton divise tons les termes par 2 : 

4.r-|-3y = a7. 

On en tire : 

in — Lx 4 

y= 3 — =9-3^- 

En portant cette valeur dans la premiere Equa- 
tion, on obtient : 

6jr-f-5 (9 — q^xjr=4i 
(G :t-jj: = 4i — 45 
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2 



3 



.r z= — /| 



.r = zzz 6, 

— 2 



Ayant .r, on a : 



4 Q 



Le prix da metre de drap est C'" et le prix du 
metre de doublure est i'^ 

Problemb VII. — On suppose quun hicycliste a 
une s^itesse de 25''™ a Vheure en terrain plat, de 
i.O*^™ a Vheure en montee^ et de 30^^ d Vheure en 
descente. Combien y a-t-il de plat, de montee et de 
descente sur une route de lOO^^y sachant quil a 
mis 4''24™ pour la parcourir a Valler et k^'36^ an 
retourP 

Soit X le nombre dc kilometres de plat, y le 
nombre de kilometres de montee, et z le nombre 
de kilometres de descente, a Valler; au retour la 
descente devient montee, et inversement. On a 
une premiere equation en exprimant que la lon- 
gueur totale de la route est loo*^'" : 

(i) x-f-y-hszzi loo. 

On obtiendra deuxautres equations en exprimant 

que le temps employe pour parcourir la route a ete 

4''24'", c'esta-dire 264™ a Taller et 276'" au retour. 

Pour parcourir x kilometres avec une vitesse de 

26*"" a Theure, il faut un nombre de minutes egal a 

Qox 

-^; en additionnant les temps partiels obtenus de 
20 
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m^me, on a les deux equations : 

6()j: 6()y Cos _ 



23 1 5 io 

6ox 6ov 6o2 ^ 

23 iO ID ' 

qu'on pent ^crire, plus simplement : 

(/ J «j 
(a) V -^a;+4y+ 23=i64 

^ \ i I 2 

"^y f -=- :f -I- 22/ -h 4^ = ^76* 

Tirons de Tequation (i) la valeur de z : 
(4) jsmzioo — x' — y 

et portons-la dans les equations (2) et (3); il vient : 



12 



-^ jc-|-42/-+-2(ioo — X — y) = 2^64 

12 , \ ^ 

-z- jc -I- 2^ -h 4 (100 — X — y) = 276, 

ou, en simpliflant et changeant les signes de la 
seconde equation : 

( 2 

(5) V-px-|-2y = 64 

I 

(6) /p.r-f-2y = 124. 

L 'equation (5) nous donne : 

(7) y=:32 — ia:, 
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el, en portant dans (6), on obtient successlvement : 

^ .r -h 64 — jx^=. 1 24 

-T X = DO 

5 
X -=1 5o. 

L'equation (7) donne alors : 

y =11 32 — 10 = 22 

et Tequatlon (4) : 

z = 100 — 5o — 22 = 28. 

II y a done, a Taller, 5o^™ de plat, 22^'" de 
niontee et 28""" de descente. 

On aur»iit obtenu plus nisement cette valeur de x 
en faisantune combinaison lineairedes equations (1), 
(2), (3) avec les multiplicateurs 6, — i, — i; Ics 
inconniies y et z se trouvent eliminees et il reste : 

(6 r- ) x = 600 — 264 — 276, 

e'est-a-dire : 

^ r 

-sX =1100, 

5 

d'oii : 

x-=.So. 

On remplacerait ensuite x par cette valeur dans 
les equations (1) et (2) ce qui donne : 

z =. 5o 



(8) y 

(9) 4y + 23 = i44 
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ou : 

(9), 2y-4-5=z=72 

et il siiffit de faire uiie combinaisoii liueaire des 
equations (8) et (9), avec Ifis multiplicateurs — i et i , 
pour obtcnir : 

72. Exemple de probl^me avec discussion. — 
pROBLEME VII [. — On suppose (jii'iin bicycliste a 
line sfltesse r en terrain plat, u en montee et ^ en 
descente, Combien y a-t-il de platy de montee et de 
descente sur une route de a kilometres, sachant qu'il 
a mis un temps t pour la parcourir a Valler et un 
temps i au retour? Les temps t et t' sent supposes 
evalues en heures et les {^itesses en kilometres a 
Vhenre, 

Designons par x^^ la longueur totale des montees 
et par y^^ la longueur totale de descente, a Valler; 
la longueur du terrain plat est a — x — y, puisque 
la longueur totale est a. Au retour, il y a x^^ de 
descente, y*"" de montee et a — x — y kilometres 
de plat. VaU raisonnant commc pour le probleme 
precedent, on a les equations : 



(') 



c'est-a-dire : 



X y a — X 

1 "^ 1 


'"^—i 


1 1 




X y a X- 


-y-.', 
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Le determinant de ce systeme est : 

(3) ,=(i_iY_(i_iy=(:+i_:^Vi_i) 

On a utilise la formule : 

a' — b^ = (a-^b)[a^b), 

D'apres Tenonce du probleme, il est naturel de 
supposer que Ton a : 

(4) tt < p < <»', 

c'est-a-dire que la vitesse est plus faible en inontee 
qu'en terrain plat et plus forte en descente; on a 
done, u, s^y {V etant positifs : 

f^. Ill 

Le second facteur ( ) du determinant n'est 

\u wj 

done pas nul; mais le premier pent 6tre nul; c'est 
ce*qui a lieu dans le cas ou Ton a : 

(6) i + l = ^ 

c'est-a-dire ou le temps employe pour parcourir 
i'^" de montee et i""" de descente est egal au temps 
employe pour parcourir a"*™ de terrain plat. II est 
assez naturel qu'il y ait dans ce cas irapossibilite 
ou indetermination, car la solution ne pent pas 
6tre unique et determinee; si, en effet, nous avons 
une solution, nous en obtiendrons une autre en 
remplacant une longueur quelconque 2?™ de terrain 
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plat par f ™ de mont^e et Z^'" de descente, le temps 
employe ne changera ni a Taller ni au retour. 

Supposons que le determinant ne soit pas nul, 
nous aurons pour a: ei y des valeurs d^terminees ; 
pour qu'elles conviennent au probleme il faut : 
1° qu'elles soient positives; 2° que a — a: — y soit 
aussi positif. 

Calculous .r, y et a — a> — y. On a : 

a:= ^ 

y= d 

c'est-a-dire : 

\ll Vj \V Wj V \u IV I 
c = 

y— - ^ 

On obtient ensuite : 



(8) a — jc--y = 



•p-K:-J)]-(:-;J)<'*''> 



ou, en simplifiant : 

(9) a-x-y= V'^ "-/ .' 

I.I 2 



U W V 
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II nous faut chercher a quelies conditions .r, y, 
a — X — y sont positifs. Si nous calculons .r — // 
nous obtenons : 

( I o X — y = -^^ j-^ = 

f/ 1 L 

u w 

Nous laisserons a I'eleve le soin d'etablir cette 
formule directement, d'apres Tenonce. Remarquons 
que Ton peut toujours supposer : 

c'est-a-dire supposer que Ton met plus de temps 
a Taller qu'au retour; sinon il suffirait d'appcler 
aller ce que nous appelions retour et retour ce que 
nous appelions aller; dans ce cas, on a comme il 
est natureJ : 

(12) ■^>2/, 

c'est-a-dire qu'il y a plus de montee que de desccnte 
a Taller. II n'est done pas utile d'ecrire que jc est 
positif ; il suffit d'exprimer que y est positif et :v qui 
est superieur a y sera certainement positif. Ecri- 
vons done que y est positif, ainsi que a — x — y; 
nous obtenons : 






>o 



I I 2 

U W V 



_Aff "d !: :>o. 



I 

■< 

i 

I 

■i 
I 

I 

4 



• --■■'li ^-''^'' 
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Pour fixer les idees, nous supposerons que Ton a : 

I I 2 ^ 

--f-- >o, 

c'est-a-dire qu'il faut plus de temps pour parcourir 
i^"^ de montee et i^^ de descente que pour par- 
courir 2*"" de plat. Nous aurons alors d>o et on 
pourra multiplier par rf et resoudre les inegalites 
precedentes par rapport a a. On obtient ainsi : 



I I 

--4-- 
u w 






Telles sont les limites entre lesquelles doit 6tre 
compris a pour que la solution du probleme soit 
acceptable. Pour que a puisse 6tre compris entre 
ces limites, il est necessaire que Ton ait : 

(.4) <V1_''/ V" W 



I I 

U W 



V \u w] 



c'est-a-dire en chassant les denominateurs qui sont 
positifs et r^duisant 



(^+i-?)fe-3>"' 



I I a 
aw V 



ou en divisant par le facteur positif : 

^ ' w u 
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II est necessaire que cette derniere condition 
soit venfiee; sinon le probieme ne serait possible 
pour aucune valeur de a; lorsqu'elle est verifiee les 
inegalites (i3) font connaitre Tintervalle dans lequel 
doit 6tre compris a pour que le probieme soit pos- 
sible. 

Supposons maintenant que Ton ait : 

c'est-a-dire : 

/ r\ 112 

(l6) --4- — = 0. 

^ ' U i\' V 

Comme les coefficients de or et de y dans les 
equations (2) ne sont pas nuls, il y a, ou impossi- 
bilite, ou indetermination simple. Pour qu'il y ait 
indetermination simple, il faut et il suffit que les 
numerateurs des formules (7) se reduisent a zero 
(ce qui alien en m^me temps pour les deux, puisque 
Ton ne doit avoir qu'une condition). 

En ecrivant que le numerateur de x est nul, on 
obtient : 

(i_i^,_^.(l_l^,'_«(l_i)=o. 

\u v] \v i\'J V \u «v 

Or la condition (16) donne : 
/v 1_1 i i 

^ ''' U V V IV 

de sorte que la relation (17) s'ecrit : 
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c'est-a-dire : 

(,8) ,+ ,'_^ = o. 

Telle est la condition d*indetermination. Lors- 
qu'elle est remplie on peul choisir arbitrairement 
Tune des inconnues, y par exemple, et la valeur 
de X est alors fournie par la premiere des equa- 
tions (2) qui donnc, en tenant compte de (17) : 



(>9) 



On a d'ailleurs : 



a — .7; 



t — 


a 

V 








X — 2/-h ^ 


I 




u 


V 








t — 


a 

V 


a 
It 


-t 




u 


I 


I 
u 


I 


'^y 



II faut choisir y de maniere que x et y soient 
positifs, ainsi a — x — y. On doit done avoir : 

(20) y > o 



(.1) 



Pour que y puisse verifier simultanement ces 
inegalites, il faut et il suffit que Ton ait (puisque 

est positif) : 

a 

— t ^> o 
u 



a 
/ 

V 




a 

t 

u 




-^ , , 


^ , . 




I I »^ 


^H 


(\ i\ 


U V 


iu v) 
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a 

/ 

u a 






■2 ^^ '• 


c*est-a-dire : 




(22) 





conditions qui sent compatibles puisque - est infe- 



rieur a - ; on a done : 
u 

1 I I 
< -. 

V U P 

Done lorsque les conditions (i6) (i8) et (22) sont 
verifiees, le probleme est indeterniine; on pent 
prendre arbitrairement y dans les liniites fixees 
par les inegalites (21) et a: est alors donne par la 
formule (19). 

On pent resumer la discussion dans le tableau 
de la page i46. 

Nous laissons a Televe le soin de discuter les cas 
limites^ c'est-a-dire les cas ou Tune des inegalites 
(i3), (22), etc., se transformerait en egalite; il 
devra discuter aussi le cas ou Ton a : 

--h <,o 

u iv V ^ 

et aussi les cas oil la vitesse s^ serait egale a 11 ou 
a tv et oil les trois vitesses, m, f', w seraient egales ; 
il sera aussi fort utile de traiter le probleme par 
le raisonnement direct et de retrouver ainsi les 
rcsultats de la discussion. Mais ce qui precede 

BouEL. — Algebre, 2< cycle. lO 
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suffit a montrer d'une maniere assez complete en 
quoi consiste la discussion d'lin probleme du pre- 
mier degre a donnees Htterales. 



HYPOTHESES RESULTANT DE L'ENONGE 


Hypotheses faites pour abreger la discussion ; on aurait une 
discussion analogue dans le cas oil elles ne seraient pas 
verifiees. 


I I 3 ^ 

- H ^fco. 


t t . 

<o. 


Probleme impossible. 




Probleme possible a con- 
dition que a verifie les 
inegalit^s (i3); solution 
donn^e par les formu- 
las (7). 


I I 2 

o. 

U W V 




Probleme impossible. 


' If 
conditions (22) non 
verifiees. 


Probleme impossible. 


t+t ^ -0, 

I i<ri<i. 

V u an 


Probleme indetermine : y 
est assujetti aux inega- 
lites (21) et a; donne par 
la formule (19). 



1^ 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV 

86. — Une montre avance de lo"* en 24*^; on I'a mise a 
I'heure a midi ; quelle heure esl-il lorsqu'elle marque 6*> ? 

87. — Trouver les dimensions d'un rectangle sachant que 
si Ton augmente la base de 8™ et la hauteur de 5m la sur- 
face augmente de 180 metres carr^s; tandis que si Ton 
augmente la base de 3"^ et que Ton diminue la hauteur de 4"^ 
la surface diminue de 3o metres carrds. 

88. — Deux courriers se d^placent sur un axe avec les 
vitesses u et mu; a I'origine des temps, leurs abscisses sont 
a et 6; on demande h. quelle epoque ils se rencontreront. 
Discuter. 

Application : u = 3o^™ k I'heure ; m = — 2 ; a = 5o^^ ; 
. b = — 3 5oo™. 

89. — Etant donne un triangle ABC on d^signe par P, Q, 
R les points de contact du cercle inscrit avec les c6t^s BC, 
CA, AB ; on pose : 

BG = a, GA = *, AB = c, AQ = AR = a?, BR = BP = y, 

GP = GQ = 2 

On demande de calculer x, j, z etant donnas a, by c, Dis- 
cuter. 

90. — Meme question en remplacant le cercle inscrit par 
Tun des cercles ex-inscrits. 

91. — Deux bicyclistes roulent dans le m§me sens sur 
une piste circulaire dont la longueur est 5oo™, chacun d'eux 
etant anime d'un mouvement uniforme; on constate que Ic 

» plus agile d^passe I'autre toutes les 5 minutes; I'un d'eux 

sc met ensuite a tourner en sens inverse, sa vitesse gardant 
la meme valeur absolue, et dans cette seconde experience ils 
se croisent toutes les 24 secondes ; on demande quelles sont 

i leurs vitesses, que Ton ^valuera en kilometres a I'heure. 

[ 92. — Deux bicyclistes roulent dans le meme sens d'un 

I mouvement uniforme sur une piste circulaire de longueur a ; 

le plus agile depasse I'autre toutes les n secondes; ils rou- 

^ lent ensuite en sens inverses sur une piste circulaire de lon- 

gueur 6, leurs vitesses restant les mdmes en valeur absolue; 
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daos cette seconde experience ils se croisent toutes les p 
sccondes. Calculer leurs vitesses. Discuter. 

93. — Une roue de voiture a 4™ de circonference ; oo la 
photographie pendaut la marche, la dur^e de pose e(ant 
i/3o de seconde, et Ton constate sur le cliche que, pendant 
la duree de la pose, chaque rayon de la roue a touro^ de la 
moitie de Tangle que font entre eux deux rayons cons^cutifs ; 
sachant que la roue a 12 rayons ^quidistants, on demande 
quelle etait la vitesse de la voiture. 

94. — Un bassin est alimente par 3 robinets; si Ton ouvre 
les deux premiers il se remplit en c heures ; 91 Ton ouvre le 
premier et le troisieme, il se remplit en b heures; si Ton 
ouvre le second et le troisieme, il se remplit en a heures ; 
sachant que la capacitc du bassin est A metres cubes, on 
demande combien chaque robinet debite de litres a la seconde. 
Discuter. 

95. — Etant donnas trois points A, B, C sur un axe deter- 
miner un point M de cet axe tel que Ton ait : 

MA GA_ 

MB • CB ~ P 

Discuter. — Le nombre p s'appelle le rapport anharmo- 
nique dcs qualre points A, B, C, M. Etudier le cas particulier 
ou I'abscisse du point A ^tant ^galc a o, et celle du point C 
a I, I'abscisse du point B prend des valeurs positives de plus 
en plus grandes et devient finalement inGnie. 

96. — Partager un nombre A en n parties proportion- 
nelles a n nombres «j, a^, ..., Un c'est, par definition, trouver 
des nombres .r^, Xg, ... Xn tels que Ton ait : 

^l + ^S + ••• +^n= A 

^1 ^8 a*n 

Cj a^ an 

Resoudre et discuter ce systeme, en supposant quo les 
nombres a^, a^^ .... On puissent etre positifs ou negatifs; on 
montrera qu'il est determine a condition que Ton ait : 

^1 + '^2 + ••• -{-o-n^o 

97. — Determiner /? et ^ de maniere que dans le produit 

(x2 J[-px-\-q) (aa:2 J^ bx + c) 
les coefficients de x^ et de x soient nuls. Discuter. 
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98. — Determiner pj q, r de mani^re que dans le produit 

(x^ 4" P^^ 4" y^ + '■) (*^^ 4" ^^^ -{- ex -{- d) 

les coefficients de a:^, x^, x soient nuls. Discuter. 

99. — On considcre un ballon dirigeable qui decrit une 
trajectoire rectiligne de So''™ dirigee du nord au sud et qui 
revient ensuite a son point de depart; pendant tout le trajet, 
on suppose que le vent a une vitesse constante, et souffle 
constamment du nord vers le sud. On admet que lorsque le 
ballon se dirige dans le mcme sens que le vent, sa vitesse 
r^elle est egale a sa vitesse propre augmenlee de la vitesse 
du vent, tandis que lorsqu'il marche contre le vent, sa 
vitesse rcelle est egale a sa vitesse propre diminuee de la 
vitesse du vent. Cela pose, on demande d'evaluer la vitesse 
du ballon en kilometres a I'heure et la vitesse du vent en 
metres a la seconde sachant que la duree du trajet a ele i^ k 
Taller et i!^^ au retour. Discuter. Appliquer au cas ou Ton a : 

100. — R^soudre le systeme : 

X cos a? + 2 cos y = 3 
(X — i) cos X -\-Z cos y = a 

Discuter. — II y aura lieu d'exprimer que les valeurs de 
cos X et de cos y sont comprises entre — i et -|- i. 

101. — On considere un melange de trois corps ayant 
respectivement pour formules H^O, C'^H^O?, C^H'^; on con- 
state par I'analyse que ce melange renferme un poids a d'by- 
drogene, h de carbone et c d'oxygene ; on demande quels sont 
les poids respectifs des trois corps qui figurent dans le 
melange (H = i ; C = 6 ; O = i6). Discuter. 

ladiquer en particulier pour quelles valeurs simples de /i, 
p^ q le probldme est impossible (ou indetermine, si a^ 6, c 
sont convenablement choisis). 

102. — On considere un melange de trois corps ayant res- 
pectivement pour formules H^O, C^O^, C*Ht^O^; ce melange 
renferme un poids a d'hydrogene, b de carbone, c d'oxygene. 
Quels sont les poids des trois corps qui figurent dans le 
melange ? Discuter. 
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VARIATIONS DU BINOME DU PREMIER DEGRE 
REPRESENTATION GRAPHIQUE 



I. VARIATIONS DU BINOME DU PREMIER DEGRE 

73. Generalit^s sur les fonctioiis. — On appelle 
binome du premier degre rexpresslon ax -f- i, dans 
laquelle a et b sont des nombres consideres 
comme connus, x 6tant une s>ariable. Etudier la 
variation de ce binome, c'est chercher comment 
il varie lorsque la variable x prend toutes les 
valeurs possibles. Nous designerons la valeur du 
binome par y, ce que nous exprimerons en ecrivant : 

Cette relation, dans laquelle « et i sont consi- 
deres comme des nombres donnes, fait correspondre 
a chaque valeur de la variable x une valeur de la 
variable y; lorsque la variable x prend une valeur 
determinee, la variable y prend aussi une valeur 
determinee. On exprime cette dependance entre x 
et y en disant que y est une fonction de x. 
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En general, lorsque y est fonction de a:, x est 
aussi fonction de y ; en efTet, si a nest pas nul, 
on a : 

_i _b 
^ a^ a' 

Si a etait nul, x ne pourrait pas 6tre regarde 
comme fonction de y, parce que y serait assiijetti a 
prendre la {>aleur b, a Texclusion de toute autre 
valeur; y ne pourrait done pas 6tre pris comme 
variable, Lorsque Ton regarde y comme fonction 
de Xy on dit que x est la s>ariable independante, 
parce que Ton suppose que x varie independam- 
ment de toute condition, c'est-a-dire d'une maniere 
arbitraire, tandis que y est la fonction, dont la 
variation depend de celles de x (dans le cas parti- 
culier ou a est nul, y est constant; on regarde 
cela par extension comme une dependance particu- 
liere; y est egal a b pour toute valeur de x; nous 
verrons plus loin que cette extension est tres natu- 
relle, quand on se place au point de vue g^ome- 
trique — p. i8o, fig. 26). 

Lorsque Ton a une relation entre x el y on pent 
choisir Tune de ces lettres comme variable indepen- 
dante et Tautre comme fonction; Tusage tres repandu, 
auquel nous nous conformerons le plus souvent, est 
de choisir x comme variable independante et y 
comme fonction. II existe des fonctions tres com- 
pliquees, c'est-a-dire des lois de dependance tres 
compliquees par lesquelles une variable y est deter- 
minee lorsqu'une autre variable x est determin^e; 
Tun des buts principaux des Mathematiques est 
Tetude des fonctions. La fonction y que nous venous 
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de definlr est Tune des plus simples; on Tappelle 
fonction lineaire, nous verrons bientot la raison de 
cette denomination. 

74- Etude de la fonction lineaire. — Nous 
allons etudier la fonction lineaire, en donnant 
d'abord h a ei b, pour plus de precision, des valeurs 
numeriques simples et determinees; on se rendra 
bien compte ainsi de la marche suivie. 

Considerons done, par exemple, la fonction y 
definie par la relation : 

Donnons a x deux valeurs differentes j:^ et j:^ et 
designons par y^ et y^ les valeurs correspondantes 
de y; nous aurons : 

S/i = 2Xj -h 3 

d'oii nous conclurons : 

3/2 — 2/1 = ^(•^2 — -^i)- 

On voit que la difference des deux valeurs de y 
est egale au produit par 2 de la difference des deux 
valeurs de ^, prises dans le m^me ordre. II en 
resulte, en particulier, que suivant que sc^ sera plus 
grand ou plus petit que a:^y y^ sera plus grand ou 
plus petit que y,; on pent exprimer ce fait en disant 
que, si a: croit, y croit, et si ^ decroit, y decroit. 
On dit alors que la fonction y est une fonction 
ci'oissante. 

Definition. — On dit qu'iine fonction y est une 
fonction croissante de Xy lorsque, si Von fait croltre .r. 
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cest-a-dire si Von donne a x des valeurs plus grandes, 
y croit aiissi, c'est-a-dire prend des {>aleurs plus 
grandes. Cette definition sera completee plus loin 
(n** III); nous verrons alors qu'il y a des fonctions 
qui sont croissantes pour eertaines valeurs de x et 
pas pour d'autres; ici, il s'agit de fonctions toujours 
croissantes. 

Soit maintcnant la fonction : 

y^ — 20:+ 5. 

En conservant les m^mes notations, on aura : 

y, = — 2.r, -h 5 

2/2 = — '-i.x*2 + ^ 
^2 — 2/1= — a(-^2 — -^i). 

La diflFerence des deux valeurs de y est ici egale 
au produit par — 2 de la difference des deux valeurs 
correspondantes de x, prises dans le m6me ordre. 
Done si .Tj est superieur a j"^, y^ sera inferieur a y^; 
si X croit, y decroit; si x decroit,,y croit; la fonc- 
tion y est dite decroissante. 

Definition. — On dit quune fonction y est une 
fonction decroissante de x lorsque, si Von fait croUre 
Xy cest-a-dire si Von donne a x des valeurs plus 
grandeSy y decroit, c'est-d-dire prend des valeurs 
plus petites. Cette definition sera, comme celle des 
fonctions croissantes, completee plus loin; mais elle 
nous suffit pour I'instant, car les fonctions que nous 
etudions sont, ou toujours croissantes , ou toujours 
decroissantes, ou constantes, c'est-ii-dire indepen- 
dantes de x. On pent, en effet, conclure de ce qui 
precede le theoreme suivant : 
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Theoreme. — La fonction lineaire de x definie 
par la relation : 

y=:ax-h b, 

est toujours croissante lorsque le coefficient a est 
positify toujours decroissante lorsque le coefficient a 
est negatif constante lorsque le coefficient a est mil. 
Les deux premieres parties de ce theoreme resul- 
tent de la formulc : 

qui montre que y^ — y^ est de m6me signe que 
x^ — jTj, ou de signe contraire, suivant que a est 
positif ou negatif ; la troisieme partie est evidente, 
car si Ton suppose a = o, on a constamment, c*est- 
a-dire quel que sbit x^ la relation y :=zb. 

Nous reviendrons sur ce theoreme a la fin du 
chapitre, apres avoir expose la representation gra- 
phlque. 

76. — Nous allons maintenant 6tudier comment 
varie y lorsque Ton donne successivement a .r toutes 
les valeurs possibles, positives ou negatives, ce que 
Ton exprime brievement en disant que Von fait 
{>arier x de — oo a + 00 • Faire varier j; de — 00 
a + 00 c'est supposer d'abord x tres grand en valeur 
absolue et negatif, ct considerer successivement des 
valeurs de x algebriquement de plus en plus grandes, 
jusqu'a ce qu'on soit amene a des valeurs tres gran- 
des positives. 

Ainsi, on supposera successivement, par exemple, 
que X prend les valeurs : 

— 100000, — 1000, — I, o, 10, 1000, 1 00000, 
et aussi les valeurs intermediaires. 
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II importe de remarquer que Texpression valeurs irks 
grandes n'a, par elle-mcme, aucun sens; line longueur de 
20 kilometres est tres grande si on la compare aux dimen- 
sions d'une feuille de papier; elle est tr^s petite si on la 
compare aux dimensions du globe terrestre; une longueur 
d'un million de kilometres est elle-meme tres petite si on la 
compare aux distances des etoiles. II faut done entendre tres 
grandes par rapport aux autres quantitds que Ton consid6re, 
c'est-k-dire, dans la question qui nous occupe, par rapport 
aux coefficients a et h. 



76. — Lorsque x est tres grand en valeur absolue, 
y est aussi tres grand en valeur absolue ; si a est 
posltif, y a le m^me signe que x; si a est negatif, 
2/ a un signe oppose a celui de x. En eff'et, soit, 
par exemple : 

y = 2x H- 5oo. 

Si x = — 10, y = 48o; y est positif, a cause du 
terme positif 5oo; si x:= — lOo, ?/ = 3oo, c'est-a- 
dire est encore positif; mais si .r = — looooo, 
y =: — 200 000 + 5oo = — 1 99 5oo ; le terme positif 
5oo n'emp^che plus y d'etre tres grand en valeur 
absolue et negatif. De m6me, si Ton a : 

y =- — 3.r -h 5oo(), 

et si a:* = I 000 000, y = — 3 000 000 -\- 5ooo = 
— 2995000. On exprime ce fait d'une manierc 
abregee de la maniere suivante : 

Theoreme. — Lorsque a est positif] y est egal 
a -\-co pour x= -{- CO et d — 00 pouf* x = — 00 ; 
lorsque a est negatif^ y est egal a — oo pour x = 
-j- 00 et a -\- CO pour x^r^ — 00 . 

Lorsque a est different de zero, y est egal a zero 
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— 77, qui annule i/y o qui donne a ^ la valeur — i, 

et + 00 ; de plus y est decroissant, puisque le 

coefficient de x est negatif. On aura done le tableau 
suivant : 



X 



00 



-|-oo 



+« 



positif ; 
d6croit ° 



negatif, negatif, 

d^croit decroit 



Nous completerons r6tude des variations du 
binome du premier degr6, par la methode de la 
representation graphique que nous allons exposer. 



II. — NOTIONS SUR LA REPRESENTATION GRAPHIQUE. 

79. Graphique de la temperature. — Supposons 
que nous desirions nous rendre compte de la tem- 
perature qu'il fait pendant une apres-midi du mois 
d'ao6t, sur la terrasse d'une maison de campagne. 
Que ferons-nousPNous y placerons un thermometre, 
suppose exact, et de temps en temps, nous noterons 
la temperature qu'il indique (exprim^e en degres 
centigrades, si le thermometre est un thermometre 
centigrade). Si nous supposons que nous faisons 
notre releve d'heure en heure, nous inscrivons ainsi 
sur notre carnet les observations suivantes : 



Midi 35° 

i^ 26'' 

a" 26°,5 

V" 26** 

4** 25»,5 

5" 24° 

6" 21" 



r 
10" 

minuit 



i8« 

i6«,5 
16'' 
I5^5 
i5° 
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La lecture de ces observations permet de se 
rendre compte de la variation de la temperature ; 
on peut, en les examinant avec attention, voir, par 
exemple, que e'est a 2** que la temperature a ete la 
plus elevee, qu'elle a pen diminue entre 2'' et 4'S 
mais qu'elle. a diminue bien plus entre 4** et 5** et 




Midi 1*^ 2^ 3*^ d.*^ 5*" 6^* 1^ 8*" 9*^ 10^ ll^Minuil 

Fig. 11. 

surtout entre 5** et 6*' et entre 6** et 7*", etc. Mais 
ces diverses remarques seront rendues bien plus 
aisees a faire si Ton construit, a Taide des nombres 
releves sur le carnet, un graphique de la tempera^ 
tare. — Voici ce que Ton entend par la. 

Tragons (fig. 11) une ligne horizontale sur 
laquelle nous marquerons des points equidistants, 
qui correspondront aux heures successives : midi, 
i'', 2'', etc.,jusqu'a minuit. En chacun de ces points 
^levons une perpendiculaire sur laquelle nous pren- 
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drons une longueur proportionnelle a la temperature 
observee a Theure indiquee. Par exemple, si nous 
convenons de representer 1° par 2™™, la perpendi- 
culaire elevee au point marque midi aura pour lon- 
gueur 25x]2 = 5o™™; la perpendiculaire elevee au 
point marque i''aurapourlongueur 26X2=52™™, etc. 
Nous obtenons ainsiune suite de points ABCDE... ; 
nous joindrons chacun d'eux au suivant par une 
droite et nous obtiendrons ainsi une ligne brisee 
que Ton appelle graphique de la temperature. 11 
suffit de Jeter un coup d'oeil sur cette ligne pour 
se rendre compte de la maniere dont a varie la 
temperature pendant I'apres-midi. On voit que C 
est le point le plus eleve; c'est done a 2*' qu'il a 
fait le plus chaud; les points D et E sont presque 
aussi eleves que C ; la temperature a done pen 
decru entre 2*" et 3'' et entre 3'' et 4''- Au contraire 
les droites FG et GH sont bien plus inclinees; entre 
5'' et 6'', 6'' et 7*', il y a done eu une grahde varia- 
tion, une chute de temperature assez brusque, etc. 
Tout cela apparait a la seule inspection du gra- 
phique, bien plus simplement qu'a la lecture des 
nombres inscrits sur le carnet. 

80. — Nous avons suppose que, pour obtenir 
le graphique, on a observe la temperature d'heure 
en heure; il est clair que Ton obtiendrait un gra- 
phique plus exact en Tobservant tons les quarts 
d'heure, toutes les 5 minutes, toutes les minutes. 
On aurait ainsi un nombre de points bien plus grand ; 
la ligne brisee aurait un plus grand nombre de 
cotes et ses angles seraient tons tres rapproches 
de \%o\ 

On a imagine des thermometres, dits thermome- 
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tres enregistreurs (fig. la) et qui, au nioyen d'ua 



mecanisme que nous q'dvoiis pas a decrire ici, mar- 
quent a chaque instant sur une feuille de papier 




':<■ 4" 5" 61? 7" ftf* 9"^ irf? 



couvenablement dispos^e le point A qui repr^seiile 
la temperature a cet instant. La feuille de papier est 

Bonai.. — Algcbre, !< cjcla. 1 1 



d'ailleursentraineepar un mouvement d'horlogerie, 
de telle maniere qu'a midi, c'est le point A qui est 
marque, a i'' c'est le poiut B, ii a" le point C, et a 
chaque instaut le point correspondant a cet iustant. 
L'eusemble de ces points forme une courbe con- 
tinue (fig, i3), qui fournit la representation graphi- 
que complete des variations de la temperature. 

En fait les tbermometres eoregistreura doauenl uae courbe 
UD peu diOereale de celle que nous venons de figurer; les 
perpendiculaires que nous avons figurces soot remplac^es, 
par Buite de la disposition do Tappareil, par des arcs de 
cerclc d'assez grand rayon; on obtient ainsl unc courbe 
telle que celle-ci (fig. 14) : 



L« bends dp papipr Gguf' 



sons 



On peut resumer la marche suivie par la regie 

vante, dans laquelle nous la precisons et definis- 

s quclques termcs utiles. 

R^GLE. — Pour representer graph iqiiement les 

variations de la temperature, on trace {fig. 15) un 

axe Ox stir lequel on represenle les temps par des 

longueurs proporttonnelles. Dans ce but, on fixe 
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une unite de longueur et une unite de temps, une 

origine O des abscisses, et une origine des temps; 

un instant quelconque est alors represente par le 

point dont Vabscisse est egale a Vepoque de cet instant 

(n"" 33). Par exemple, si Vunite de longueur choisie 

est le centimetre et Vunite 

de temps Vheure, on repre- . Ta' 

sente i'^45" par un point 

A tel que OA = i*^°^,75, 

V origine des temps etant 

midi, 

Ceci fait, en chaque 

point A on eles>e une per- g 

pendiculaire AA' d Va.ve pig. i5. 

des abscisses et on porle 

sur cette perpendiculaire une longueur proportion-- 
nelle a la temperature. Pour cela, on fixe une 
unite de temperature et une unite de longueur (qui 
pourrait ne plus etre la mSme que tout a Vheure) et 
on determine le point A' par la condition que la 
mesure de AA' soit egale an nombre qui mesure la 
temperature a{>ec Vunite choisie. 

On na plus qua joindre par un trait continu 
tous les points tels que A' ainsi obtenus, pour avoir 
le graphique de la temperature. 

Le segment OA s'appelie abscisse, et le segment 
AA' ordonnee dii point A'; comme nous Tavons dit, 
on pourrait prendre, pour mesurer ces deux seg- 
ments, des unites de longueurs differentes; pour 
plus de simplicite, on choisit cependant en general 
la mime unite, et cest ce que nous ferons desor- 
mais, quand nous ne previendrons pas du contraire. 

Si cette unite est le centimetre, le segment OA 
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represente un temps dont la mesure est egale au 
nombre de centim^res qui mesure OA et le 
segment AA' represente une temperature dont la 
mesure est egale au nombre de centimetres qui 
mesure AA'. 

8i. Alsscisses et ordoxm^es positives et n6gra- 
tives. — Supposons que la temperature soit au- 
dessous de zerOy c'est-a-dire mesur^e par un nombre 
negatif ; il sera alors naturel de la repr6senter par 
une ordonnee au-dessous de Ox et non plus au- 
dessus. Supposons, par exemple, que les tempera- 
tures relevees pendant une nuit d'hiver soient les 
suivantes : 



e* soir 4- 3° 

7'» soir + *°* 

8" soir 4-1° 

9* soir — o**,9 

lo'' soir — a°,5 

ii" soir — 4**a 

minuit — 5®,6 



I*" matin — 6°, 7 

a" matin — 7®,5 

V matin . . . . . — 8°,2 

4** matin — 8",7 

5" matin — 8^,9 

6"* matin — 9° 



le graphique de la temperature sera le suivant 
(fig. 16), dans lequel on a represente par une 
abscisse de 5™™ une heure et par une ordonnee de 
5™" un degre. 

De m^me, si Ton suppose que Torigine des temps 
soit minuit, on voit qu*une epoque posterieure a 
minuit, telle que 3'' du matin^ est representee par 
une abscisse egale a -j- 3, Torigine des abscisses 
6tant le point qui correspond a minuit, tandis 
qu'une epoque anterieure a minuit, par exemple 
10*" du soir, est representee par une abscisse egale a 
— 2. Nous allons preciser ceci en definissant, d'une 
mani^re g^nerale, le systeme de coordonn6es que 
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Ton appelle cart^siennes, du nom de leur Inventeur 
Descartes * (en latin Cartesius), 




Fig. i6. 

82. Definition g6n6rale des coordonnees car- 
t68ienne8. — Conslderons deux axes 0^, Oy per- 
pendiculaires I'un a Tautre; ou, comme on dit 
plus brievement, deux aooes rectangulaires , et soit 
M un point situe dans Tangle xOy forme par les 
directions positives des deux axes (fig. 1 7). Abaissons 
du point M les perpendiculaires MA et MB sur les 
axes ; le quadrilatere OAMB est un rectangle, Mesu- 
rons les cotes de ce rectangle avec une unite de 
longueur prealablement choisle ; sur la figure. 



'i. Gelebre pfailosophe et mathematicien francais, qui vivait au 
xvii' siecle. 
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0A = BM = 3 

OBzzzAMrrr/,,5. 



Le nombre 3 sera dit Yabscisse de M et le 
nombre 4>5 son ordonnee; les deux nombres 3 et 




Fig. 17- 

4,5 sont les deuj: coordonnees de M, c'est-a-dire les 
deux nombres qui servent a fixer la position de M 
dans le plan ; les axes 0.r et Oy sont les axes de coor- 
donnees; Oa: est Vaxe des abscisses et Oy Vaxe des 
ordonnees. Le point O est Vorigine des coordonnees; 
c'est a la fois Torigine des abscisses et Torigine 
des ordonnees. 
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Considerons maintenant (fig. i8) des points P, Q, R 
situ6s dans les trois autres angles que forment les 
axes de coordonnees; les coordonnees de Fun de 
ces points seront definies de la meme maniere; par 




Fig. i8. 



exemple, pour le point P, on construira le rec- 
tangle OCPD; les coordonnees de P sont 6gales 
aux mesures des segments OD et OC, c'est-a-dire 
a — 5 et a i, puisque le segment OD est dirige 
dans le sens negatif et OC dans le sens positif. De 
meme, on voit sur la figure que le point Q a pour 
abscisse — 2,5 et pour ordonnee — 3,5 et que le 
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point R a pour abscisse 3 et pour ordonnee — 2,5. 
En resume on a la regie suivanle. 

Regle. — Etant donnes deux axes rectangulaires 
Ox et Oy, les coordonnees d'un point M du plan sont 
definies comme il suit : ahaissons du point M la per- 
pendiculaire MA sur Ox et la perpendiculaire MB sur 
Oy ; V abscisse de M est egale, en gi-andeur et en 
signe, au segment OA de Vaxe des abscisses Ox et 
Vordonnee de M est egale, en grandeur et en signe, 
au segment OB de Vaxe des ordonnees Oy. 

Nous savons ainsi obtenir les coordonnees d'un 
point donne; il n'cst pas moins important de savoir 
construire un point dont les coordonnees sontdonnees; 
nous demontrerous a ee sujet le theoreme suivant : 

Theoreme. — Etant donnes deux axes rectangu- 
laires Oxy Oy, une unite de longueur y et deux nombres 
quelconques positifs ou negatifs, il existe un point et 
un seul admettant pour abscisse le premier de ces 
nombres etpour ordonnee le second; ce point s* obtient 
par la construction suivante : on prend sur Ox un 
segment OA equivalent a V abscisse donnee et sur Oy 
un segment OB equivalent a Vordonnee donnee; le 
point M cherche est le quatrieme sommet du rec- 
tangle dont trois sommets coincident avec les 
points A, O, B. 

En efTet, le point M ainsi defini (fig. 17) a bien ses 
coordonnees egales aux nombres donnes, et il est le 
seul, car tout point dont I'abscisse est ^gale a OA 
et Tordonnee a OB est tel que la perpendiculaire 
abaissee de ce point sur Ox passe en A, c'cst-a-dire 
coincide avec MA, tandis que la perpendiculaire 
abaissee sur Oy coincide avec MB; le point cherche 
doit done coin cider avec M. 



\ 
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On voit sans peine que cette construction est bien 
identique a celle que nous avons donnee pour les 
graphiques de la temperature; nous prenions I'ab- 
scisse OA egale a la mesure du temps (positive ou 
negative) et nous elevions en A une perpendiculaire 
a Ox situee au-dessus ou au-dessous, suivant que la 
temperature avait une mesure positive ou negative, 
et egale a cette mesure. L'egalite deja remarquee 
des cotes opposes du rectangle entraine Tidentite 
des deux constructions. 

83. Cas particulibrs. — Si I'abscisse donnee est 
egale a zero, le point A coincide avec le point O 
et par suite le point M coincide avec le point B ; 
done les points dont Vabscisse est egale a zero sont 
les points de Vaxe Oy, c'est-a-dire de Vaxe des or don- 
nees, De m6me, les points dont V or donnee est egale 
a zero sont les points de Vaxe des abscisses. Le 
point est le seul point dont les deux coordonnees 
sont nulles. 

On designe d'habitude I'abscisse par la lettre x, 
et Tordonnee par la lettre y. Lorsque Ton a plu- 
sieurs points qu'il est necessaire de distinguer, on 
affecte ces lettres d'indices : x^, x^, x,. . . , y^, y,, ^j. • • ? 
en ayant soin d'affecter d'un m^me indice les deux 
coordonnees d'un m^me point. On emploie aussi 
assez souvent la lettre a pour les abscisses et la 
lettre b pour les ordonnees. Enfin, on se sert aussi 
des lettres grecques a, p (au lieu de a, b) et ^, v) 
(au lieu de Xy y). 

Au lieu de dire le point M dont Vabscisse est egale 
a 2 et dont Vordonnee est egale a — 3, on dira et 
^crira plus brievement : le point M (.r = 2, 2/ = — 3) ; 
ou bien le point M (2, — 3), en ayant soin d'ecrire 
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d'abord Tabscisse et ensuite rordonnee, que Ton 
separe par une virgiile. Si Ton n'a pas juge utile de 
designer ce point par une lettre on pourra dire 
simplement : le point j:=2, y = — 5/ ou : le- 
point (2, — 3). 



III. REPRESENTATION GRAPHIQUE DES VARIATIONS 
DU BINOME DU PREMIER DEGRE 

84. — Supposons que nous ayons plonge un 
thermometre dans un vase rempli d'eau froide et rap- 
proche d'un feu modere; a chaque minute nous 
notons la temperature indiqu^e par le thermometre 
et nous obtenons ainsi un tableau tel que le suivant * : 



loqne. 


Temperature. 


Epoque. 


Temperature 


0. . . 


. . . 1* 


3" . . 


. . . 7- 
9" 


1 • • 


90 
... «j 


4-. . 




• • • \J 


5-. . 


. . . \\° 



Si nous convenons de designer par x Tepoque 
exprimee en minutes, et par y la temperature 



I. Bien cntcndu, on n'obtlcndra en pratique un tel tableau, que 
si Ton se serl d'un thermometre peu precis et si Ton fait des 
observations grossieres ; si Ton avait un thermometre divis6 en 
dixiemes de degre et que Ton observe a I'oeil le centieme de degr6, 
on aurait, par exemple, des temperatures telles que les suivantes : 



Epoque. Temperature. 
O I'.Ol 

1" a%98 

a" 4^99 



Epoque. Temperature. 

a™ 7^oa 

4™ 9".oi 

&•" io%97 



de sorte que la courbe ne serait qu'approximativcment une droitc ; 
mais elle y ressemblerait assez pour que Ton puisse conjecturer 
que le phenomene physique est bien rcpresente par une droitc, 
avec une approximation inf^rieure aux erreurs d'observation. 
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correspondante exprlm^e en degres, Tinspection de 
ce tableau montre que Ton a : 

lorsque x a Tune des valeurs o, i, 2, 3, 4> 5. La 
temperature s'eleve regulierement de 2° par minute. 

II est done a presumer qu'en ^ de minute par exemple, 
la temperature s'eleve de p de 2°, c'est-a-dire de -= 
de degre. II en resulte qu'a Tepoque ^ = 3™^ la 



2 



temperature observee aurait ete y = 7°-^, de sorte 

que Ton a encore entre Tepoque x et la temperature 
correspondante y, la relation : 

Nous sommes ainsi conduits a admettre que cette 
relation est v«rifiee pour toutes les valeurs de x 
comprises entre o et 5, c'est-a-dire pour toute 
epoque comprise entre les epoques extremes ou 
Ton a observe. Nous exprimerons ce fait en disant 
que cette relation donnc la loi des temperatures 
pendant Tintervalle de temps etudie. 

Effectuons la representation graphique de la 
variation de la temperature. Dans ce but, nous tra- 
cerons (fig. 19) deux axes rectangulaires 0.r, 0/y et 
nous porterons sur O.r cinq segments consecutifs 
egaux a Tunite, ce qui nous fournit les points 1, 2, 
3, 4, 5, qui correspondent aux epoques i, 2, 3, 4> 
5, Torigine correspondant a Tepoque zero. Nous 
eleverons en ces points les ordonnees oA=i, 
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.3, aC = 5, 3D=-7, *E = 9, sF=ii. Nous 
- L .,.„ J'.K^r^ «..P Ifia points ABCDEF 



, menoDs pai 
ordonnees en 



Ala 
B', 



l.E' = 4, AF'r=5. 
j:'E = 8 F'F=i<. 

VC'CAD'D.AE'E, 
AF'F sont done 
semblablescomme 
ayant les c6t6s de 
Tangle droit pro- 
portionnels; il en 
resulte que les 
droites AB , AC, 
AD, AE, AF font 
toutcs le meme 
angle avec AF' ; 
done ces droites 
coincident, c'est- 
ii-dire que les 
points A, B, C, D, 
E,F sont en ligne 
droite. 

Nous allons 
niaintenant faii'e 
voir que cette 
ent la variation de 
considere; c'eat-a- 
•oque quelconque x, 
la temperature y d 
•nnie PM que Von 
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obtient en elevant en P la perpendiculaire a Ox et 
prenant son point d* intersection M as>ec AF. 

Soit, en effet, M' le point d'Intersection de PM 
avec AF'. 

Le triangle AM'M est semblable au triangle AB'B ; 
on a done : 

m;m_b'b_ 

AM'— SB' — ^• 

D'autre part : 

PM = PM' + MM 
OP = AM'. 

II en resulte : 

PM = 20P-+-i, 

c'est-a-dire, si Ton designe PM par y et OP par .r ; 

y = ax -h I , 

Fordonn^e PM represente done bien la temperature 
qui correspond a I'abscisse x. 

On voit que lorsque la variation de la tempera^ 
tare dans un intervalle donne est representee alge- 
briquement par un binome du premier degre, elle est 
representee graphiquement par une ligne droite; 
c'est a cause de cette importante propriete que la 
fonction y definie par la relation y = ax-\-b est 
dite une fonction lineaire de x; elle est representee 
par une ligne (droite). 

85. AuTRES EXEMPLEs. I. — Represcnter graphi- 
quement la fonction y definie par la relation : 

y == 4 — 3x, 
lorsque x varie de — i a 2. 
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peut former le tableau sutvant (fig. i 
poinl A 



a;= a y = — a — D. 

demontrera cotiime tout a I'heure que les 
points A, B, X, D sont en 
ligne droite. Cette droite ren- 
contre Oj: en un point M. 
Pour ce point M, on a y ^ o ; 
on doit done avoir, en d^si- 
nl par j; I'abscisse de M : 

4 — Sx = o 




c'esl ce que Ton verifie faci- 
lement par la comparaison 
des triangles semblables 
MCi, MDa. 

- Hepreaentcf ^raphiquement la fonction y 

7ar la relation : 



: X varie de — 3 <i '2. 
i formerons le tableau s 
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X 



y = 
y — 



— I 



a 
3 

4 
3 



5 
3 

7 
3 



E 



— F. 



Les points ABCDEF 
sont en Hgne droite 
(fig. 2i) et cette droite 
rencontre 0^ en un 
point M dont Tabscisse 

est ; c'est la valeur 




B 



M-i o 



-2 




xr 



de X pour laquelle y 

est egal a zero. Fig. 21. 

86. Etude generale 
de la fonction lin^aire. — Nous allons maintenant 
etudier d'une maniere complete les variations de 
la fonction lineaire, en faisant s>arier a: de — cd a 
+ 00 , c'est-a-dire en donnant a x toutes les valeurs 
possibles, negatives et positives. 

Soit la fonction lineaire : 

y = 2x-f- 3. 

La representation graphique complete des varia- 
tions de cette fonction s'obtiendra en donnant a x 
toutes les valeurs possibles, calculant la valeur 
de y qui correspond a chaque valeur de x, construi- 
sant tons les points dont les coordonnees sont les 
valeurs correspondantes de x et de y, et reunissant 
ces points par une courbe. Nous allons montrer 
que cette courbe est une ligne droite indefinie*. 

1. On oppose quelquefois, en geometrie ^l^meniaire, les mots 
ligne courbe et ligne droite : une courbe est une ligne qui n'est 
pas droite. En mathematiques superieures, on donne le nom de 



\-^-i 
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Considerons d'abord la fonction plus simple 
definie par la relation : 



y z=z IX. 



Soit OA une abscisse positive (fig. 22); Tordonnee 
correspondante AM est positive et egale au double 




JO 



Fig. 32. 

de OA; de m6me a Tabscisse positwe OA' corres- 
pond une ordonnee positwe A'M' egale au double 
de OA'; a une abscisse negative OA" correspond une 
ordonnee negative A''M" egale encore au double de 
OA". Les triangles rectangles 0AM, OA'M', OA''M" 
sont done semblables comme ayant les cotes de 
Tangle droit proportionnels : 



courbe h loule ligne ; la ligne droile est un cas particuUer de la 
ligne courbe ; la ligne brisde est aussi un cas particulier de la 
ligne courbe. 
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AM A'M' A'W 
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0A~ OA' ~" OA'^ 



= 1. 



Les angles MOA, M'OA', M"OA" sont done egaux, 
d'oii II resulte que les points MM'M'' sont en llgne 
droite. Cette droite, 
supposee prolongee in- 
definiment, represente 
completement la fonc- 
tion y = 2jr/ a tout sys- 
teme de valeurs corres- 
pondantes, .r, y, cor- 
respond un point de la 
droite, et reciproque- 
ment les coordonnees 
d'un point quelcpnque 
de la droite verifient la 
relation y = ix. On dit 
que la relation y = 2^ 
est \ equation de la 
droite (au lieu de dire 
plus longuement : Te- 
quation que verifient les 

coordonnees d!un point quelconque de la droite). 
La droite MM' est la droite d'equation y=^ix; on 
dit aussi, plus brievement : la droite : y = 2a:, 

Reprenons maintenant la relation plus generale : 

2/ = 2^-f-3. 

Soit A un point quelconque de Ox (fig. 28) et AM 
Tordonnee de la droite y = ix; I'ordonnee de la 
courbe y=2jr + 3 s'obtiendra en ajoutant 3 a AM, 
c'est-a-dire en prenant un segment MP 6gal a 3 (le 

BoREL. — Algibre, 2« cycle. 




Fig. a3. 
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J 

\--- 






sens positif est bien entendu le sens posltif sur Oy], 

De m6me a un point A' correspond un point M'. 

de la droite y^=^ix et un point P' de la courbe 

y=^ijc -\-'i tel que M'P' soit egal a 3. Les segments 

MP, M'P' etant egaux, paralleles et de m6me sens, 

la figure MPP'M' est un parallelogramme. Le point 

P' se trou^>e done sur la par allele a MM' menee par 

le point P. Done tons les points de la courbe 

?^ = 2^ -|- 3 sont sur cette parallele ; la courbe cher- 

chee est identique a cette droite. 

Remarque. — Pour ^ = o, la fonction y = 2J7 -f- 3 

se reduit a 3; Tordonnee correspondante est OB et 

la figure OBPM est aussi un parallelogramme. La 

longueur OB est ce qu'on appelle Vordonnee a I'ori- 

gine. Pour construire la droite y i=:2j: -\- 3, il est 

commode en general de construire d'abord le 

point B; par le point B on mene la parallele a MM'. 

On pent aussi construire le point C oil la droite 

rencontre Ox; c'est le 

point pour lequel on a 

2^ -f- 3 = o, c'est-a-dire 

3 
:r= . Les points B et 

C etant cohstruits, il suf- 
jc" fit de joindre BC pour 
avoir la droite cherchee. 

87. ExEMPLEs. L — Con- 
struire la droite : 

On comstruira d'abord la 
droite y= — 2^, et Ton remarquera que, pour 
cette droite, y ^i x sont constamment de signes 




Fig. 24. 
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contraires ; c'est la droite MM' (fig. ^4); la droite 
yz=2a:-\- I est alors PP', si Ton prend MP et M'P' 
egaux a Tunite de longueur; I'ordonnee a rorigine 
OB est aussi egale a Tunite de longueur. Le 
point C d'intersection de la droite avec 0^ a pour 

abscisse -, car pour j; = -, t/ = o. 

II. — Coiistruire la droite representee par Vequa^ 
tion : 



y = 



'A 



X 2. 



La droite parallele est M'M (fig. 25); Tor- 
donnee a Torigine 0B = — 2; Tabscisse a Tori- 
gine 0C = — 4- 

Remarque. — On voit que Tinclinaison de la 
droite sur 0.r depend de la grandeur et du signe du 




Fig. a5. 



coefficient de x dans Tequation ; pour cette raison, 
on donne a ce coefficient le nom de pente de la 
droite; on Tappelle aussi coefficient ans^ulaire. 
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Fig. aCj. 



Lorsque ce coefficient est egal a zero, la droite est 

parallele a O-r; car si Ton a y:=zO:v -f- 2, cela equi- 

vaut a 2/ = 2; rordonnee 
y a une valeur constante; 
la droite est telle que 
BPP'(fig. 26). 

Dans le cas ou le coef- 
ficient angulaire est posi- 
tif, la fonction y est crois- 
sante ; elle est decrois- 
sante dans le cas oil ce 
coefficient est negatif. 
88. — Determination du coefficient angulaire 

de la droite qui joint deux points. — Conside- 

rons une droite, ayant pour equation : 

y z=. a.v -f- b 

et soient (.r^, yj, [jr^, y^), les coordonnees de deux 
points de cette droite; on a : 

2/1 = ^'^1 + ^ 

2/2 = «"^2 ^- ^ 

d'ou, en retranchant : 

N 

2/2 — 2/1 = «(-^2 — -^l)- 

On en conclut, en supposant x^ different de a:^ : 



(•) 



a 



yj—ii. 



oc^ 



X, 



telle est la formule qui fait connaitre le coefficient 
angulaire d'une droite, lorsque Ton connait les 
coordonnees de deux points de cette droite ; on 
pent Tenoncer sous la forme suivante : 
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Regle. — Le coefficient angulaire ou pente d'une 
droite est egal an quotient de la difference des ordon- 
nees de deux de ses points par la difl'erence des 
abscisses des deux memes points pris dans le me me 
ordre, 

Dans le cas oil x^ — x^ est nul, deux points de la 
droite ont la m^me abscisse; tons les points de,la 
droite ont evidemment la m6me abscisse, c'est- 
a-dire que Tequation de la droite est : 

X I. •Z'j 'j 

cette equation ne renfermc pas y. 

La droite est parallelc a Oy/son coefficient angu- 
laire est infini; le denominateur de la formule qui 
le donne est egal a zero. 

Si nous imaginons que Taxe Ox soit horizontal 
et Taxe Oy vertical, on voit que la pente a est egal 
au quotient de la difference d'altitude (positive ou 
negative) y^ — y^ de deux points par la distance qui 
separe les ordonnees de ces deux points, cette 
distance etant comptce parallelement a O^. 

89. Pente. Application a la topographie . — 
Lorsque Ton fait le plan d'un pays, d'un champ, 
d'une maison, on represente chaque point par sa 
projection sur un plan horizontal; c'est-a-dire par 
le pied de la perpendiculaire abaissee de ce point 
sur le plan horizontal ; Ton inscrit parfois a cote de 
chaque point sou altitude ou cote, c'est-a-dire sa 
hauteur au-dessus d'un certain plan horizontal fixe. 
La pente d'une droite est alors egale au quotient de 
la difference des cotes de deux de ses points par la 
distance de ses projections horizontales. Si Ton a, 
par exemple, une route rectiligne doiit la longueur 
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est de 3''™, dont Toriglne est a 25o™ au-dessus du 
niveau de la mer et rextremite a 3io™, sa pente est : 



3io — 25o 60 



3ooo 3ooo 5o* 

On dira que la pente est f^, ou , ou 2 centl- 

^ ^ 00 100 

metres par metre, ou 2 p. 100 (2 7o)- Si Ton prend 

pour origine des coordonnees Torigine O de la 

route, pour axe Ox la projection de la route sur le 

plan horizontal qui passe en O et pour axe Oy la 

verticale du point O, la section de.la route par le 

plan xOy sera representee par I'equation : 

I 

-^ 5o 

Lorsque Ton fait ainsi des coupes par un plan 
vertical pour representer les pentes de la section 
par ce plan vertical d'une certaine region, on choisit 
souvent deux unites de longueur differentes pour 
les abscisses et les ordonnees, afin d'accentuer les 
pentes qui seraient presque insensibles a la vue 
quand le pays n'est pas tres accidente. Par exemple, 
on pent convenir de representer par une abscisse 
de I*"™, I*'™ de distance horizontale et par une 
ordonnee de i*""*, 100™ d'altitude. L'echelle est 

alors pour les abscisses et pour les 

100 000 * 10 000 * 

ordonnees. Mais, lorsqu'on procede ainsi, il ne 
faut pas oublier que les pentes reelles sont beau- 
coup plus faibles que les pentes de la representa- 
tion schematique. 

Voicii,par exemple (fig. 27 et 28), deux coupes de 
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la France, empruntees a la Troisieme Annee de Geo- 
graphie, de P. Foncin (LIbralrie Armand Colin) 
dans Tune les hauteurs sont exagerees 4o fois, c*est- 
a-dire qu'a une hauteur de i^'" correspond une 
ordonnee 4o fois plus grande que Tabscisse qui cor- 
respond a une longueur de i''™. Dans la seconde 
(fig. 28) les hauteurs sont exagerees 45 fois; dans 
cette derniere a une longueur d'w/i kilometre cor- 
respond une abscisse A^un dixibme de millimetre 
tandis qu*a une altitude d'w/i kilometre correspond 
une ordonnee de 45 dixiemes de millimetre. 

On voit ainsi sur un exemple pratique comment 
il pent 6tre parfois avantageux de prendre des unites 
differentes pour les abscisses et les ordonnees; mais 
il faut avoir soin de prevenir expressement ; sinon 
on s'exposerait a de graves erreurs. 

90. Temperatures m^dicales. — Dans beaucoup de mala- 
dies, robservation de la temperature du malade est un ren- 
seignement pr^cieux pour le medecin ; il lui est aussi fort 
utile de savoir si les variations en sont plus ou moins rapides. 
Dans ce but les medecins ont I'habitude de construire des 
diagrammes de la temperature dont nous reproduisons un 
specimen, d'apres une feuille reellement remplie dans un 
h6pital de Paris (fig. 29). Les temperatures sont observees 
chaque matin et chaque soir, a des heures aussi r^gulieres 
que possible; on porte les epoques en abscisses, un c6te du 
quadrillage correspondant a 12^; on porte les temperatures 
en ordonnees ; un cote du quadrillage correspond a 2 dixiemes 
de degre ; le point repr^sentatif pent etre mis soit sur un 
des traits horizontaux, soit au centre d'un carre (comme le 
S*' jour soir dans notre figure), on peut ainsi figurer le dixieme 
de degre, ce qui est Fapproximation fournie par les thermo- 
metres medicaux. La pente plus ou moins grande des droites 
qui joiguent les points representatifs permet de voir d'un 
coup d'oeil si la variation de temperature a ete plus ou moins 
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brusque. Des traits plus forts correspondent aux tempera- 
tures de 370 et de 'iO°, qui jouent un role particulierement 
important dans le diagnostic. 

Bienentendu, si Ton observait la temperature du malade 
a chaque instant, la courbe obtenue dilTercrait nolablcmeDt 
de celle qui est figuree; mais cela n'est pas pratiquement 
possible et la courbe schematique que Ton emploie suffit 
actuellement aux besoins de la medecinc. 

91. Introduction des accroissements Ay et A.r. 
— Reprenons la formule fondamentale : 



•^2 Xj 



Nous allons la recrire avec une notation diflTe- 
rente, ce qui lui donnera une forme nouvelle, qui 
nous sera fort utile a connaitre quand nous etudie- 
rons les derivees. 

Expliquons d'abord cette notation. 

Soient jt^ et .r^, deux valeurs de Tabscisse, et y^ 
et y^ les valeurs correspondantes de Tordonnee. 
Nous poserons : 

ou, ce qui revient au m6me : 

La notation Ax^ (que Ton enonce : grand delta x^y 
ou grand delta de .r^, ou delta .rj represente la quan- 
tite (positive ou negative) qu'il faut ajouter a x^ pour 
obtenir^^; c'est V accroissement Ae x^ (le mot accrois- 
sement ayant un sens algebrique, c'est-a-dire desi- 
gnant la quantite que Ton ajoute, qu'elle soit posi- 
tive ou negative). V accroissement correspondant de 
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y sera designe par A^j, c'est-a-dire que Ton posera : 

La formule qui donne la pente de la droite joi- 
gnant les deux points consideres prend alors la 
forme : 

Ax,' 

ou plus simplement, en supprlmant les Indices 
puisque (,'i\ y^ sont les coordonnees d'un point quel- 
conque de la droite : 

Av 

ce qui s'exprlme alnsl : 

Theoreme. — La pente d*une droite est egale 
ail quotient de Vaccroissement de Vordonnee par 
V accroissement correspondant de Vabscisse, 

On pent dedulre de ce theoreme une demons- 
tration nouvelle du theoreme de la page i54. 

Supposons que Faccrolssement ^x solt posltlf, 
alors par definition la fonctlon y est crolssante, 
decrolssante ou constante sulvant que Taccrolsse- 
ment correspondant Ay est posltlf, negptlf ou nul. 
Or 11 est manlfeste que, lorsque Aa; est posltlf, a 
est du m^me slgne que Ay et s'annule avec Ay. Done 
la fonctlon llnealre est crolssante, decrolssante ou 
constante sulvant que a est positify negatif ou nul. 

92. Application au mouvement uniforme- — 
Dcslgnons par e^ Tespace parcouru a I'orlglne dcs 
temps par un mobile anlme d'un mouvement uni- 
forme, par e Tespace parcouru a Tepoque t et par f 
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la vltesse ; on aura : 



e = W -h e^. 



C'est I'equation du n° 26 dans laquelle nous 
cmployons la lettre e a la place de la lettre .r, et 
supposons /^ = o. 

Tracons deux axes rectangulaires que nous 
appellerons 0/ et Oe, au lieu de les appeler Ox et 
Oy ; nous porterons les temps en abscisses, sur 
Taxe 0/ et les espaces en ordonnees parallelement 
a I'axe Oe. D'une maniere plus precise, ayant choisi 
une unite de longueur, que nous supposerons itre 
la meme pour les abscisses et les ordonnees, ayant 
d'autre part, comme il est necessaire avant d'ecrire 
Tequation du mouvement uniforme, choisi une ori- 
gine des temps, une origine des espaces, un sens 
positif pour les temps, un sens positif pour les 
espaces, une unite de temps et une unite d'espace, 
nous faisons correspondre a une epoque donnee un 
point dont I'abscisse est numeriquement 6gale a 
cette Epoque et dont I'ordonnee est numerique- 
ment egale a I'espace parcouru, chacune de ces 
quantites : abscisse, epoque, ordonnee, espacCy etant 
mesuree avec V unite, V origine et le sens positif qui 
lui convient, 

Des lors, si nous designons par t et e I'abscisse 
et Tordonnee nous aurons entre ces nombres la 
relation : 



ez=vt-[- Cq, 



V etant le nombre qui repr^sente la vitesse et e^ le 
nombre qui represente Tespace initial. Si Ton appe- 
lait, pour un instant, y Tordonnee (au lieu de e) ef x 
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Tabscisse (au lieu de t) cette equation prendrait la 
forme : 

ct avec ces notations, on apercoit immediatement 
qu'elle represente une ligne droite. Ainsi, le mou- 
cement uniforme est represente par une droite. 
' De plus, on voit que la pente de cette droite est f^; 
elle esl egale a la i^itesse, 11 importe de remarquer que 
cette egalite est une consequence du fait que Ton 
a pris la meme unite de longueur pour les abscisses 
et les ordonnees (voir Exercices 1^4, laB, 126). 

Considerons par exemple un mobile qui parcourt 
4^^" a rheure, qui se deplace dans le sens positif et 
qui part d'un point dont la distance a I'origine des 
espaces * est 10 **'". Nous aurons : 

e=. ^t-\- 10, 

les temps t etant exprimes en heures et les espaccs 
en kilometres. Si nous faisons correspondre une 
abscisse de i™™ a i'' et une ordonnee de i"™ a i*"", 
nous aurons entre les abscisses et les ordonnees la 
m^me relation : 

Nous obtenons ainsi la figure 3o. 

Pour ^ = 5, nous avons ainsi ^iz=3o et effectivc- 
ment, a une abscisse de 5™™ correspond une ordonnee 
de 3o™™, pour ^ = — 5 nous avons e = — 10, ce 



I. II importe de remarquer que nous ne disons pas ici V abscisse 
pour eviter toute confusion, car ici nous niesurons les espaces sur 
I'axe des ordonnees. 
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qu'il est aise de verifier, soit sur la figure, soit 
dans le probleme de mouvement uniforme. 




Fig. 3o. 

Si Ton emploie des notations analogues a celles 
du paragraphe pr6c6dent, on a : 



Or, t^ — t^ est rintervalle de temps qui s'ecoule 
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de Tepoque t^ a I'epoque t^ et e^ — e^ est Tespace 
parcouru pendant cet intervalle. 

La {^itesse est egale au quotient de Vespace par- 
couru pendant un certain intervalle de temps^ par 
cet inter{^alle de temps. Ce quotient ne depend pas 
de rintervalle de temps choisi : c'est la definition 
m6me du mouvement uniforme. 

On pent ecrire aiissi : 

^e 

et dire que la vitesse est egale au quotient de 
V accroissement de Vespace par V accroissement du 
temps. 

98. Graphiques des chemins de fer. — La repre- 
sentation graphique du mouvement uniforme est 
utilisee par I'Etat et les Compagnies de chemins de 
fer pour fournir a leurs agents, sous une forme 
commode, le tableau de la marche des trains sur 
une ligne. On admet, pour simplifier, qu'entre deux 
stations, la marche d'un train pent ^tre regard^e 
comme uniforme; pendant les stationnements, I'es- 
pace ne varie pas, tandis que le temps augmente 
d'une quantite egale a la duree du stationnement; 
un stationnement sera done represente par un seg- 
ment de droite parallele a I'axe O^. Supposons, par 
exemple, que nous fassions correspondre i"™ a i™ 
et I™"* a i"*" (la vitesse evaluee en kilometres a la 
minute sera alors egale a la pente). 

Nous avons represente sur la figure 3 1 la marche de 
deux trains qui partent en m^me temps (a I'origine 
des temps) de la station choisie comme origine des 
espaces. 
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La marche du premier, qui est un express, est 
representee par la ligne OABCD; il parcourt 
d'abord 3o^" en 20"; cette premiere partie de son 
trajet est representee par la droite OA; arrive a la 




VS so 55 



Fig. 3i. 



station qui se trouve a 3o^"* de son point de depart, 
il y s^journe 5", ce qui est represente par le seg- 
ment AB; car, pendant ces 5" I'espace ne varie 
pas; il parcourt ensuite 3o autres kilometres en 
20™; de sorte que 45™ apres son depart il se trouve 
a 60^^ de son point de depart, ce qui est figure par 
le point C dont I'abscisse est 45 et Tordonn^c 60; 



\ 
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il sejourne ensulte lo™ a cette nouvelle station, etc. 
Le trace OMNPQ represente la marche d'un train 
de marchandises, dont la vitesse est beaucoup plus 
faible et les stationnements plus longs. La droite 
EF represente la marche d'un train qui va en sens 
inverse des precedents; il part a Torigine des temps 
d'un point situe a 60^"* de Torigine des espaces 
(point E) et arrive 4^"* apres a la station situee a 
So"*™ de cette origine (point F). Ce train croise I'ex- 
press considere en premier lieu, car les Hgnes qui 
les representent se coupent en un point G. L'ab- 
scisse de ce point fait connaitre I'epoque de ce croi- 
sement et son ordonnee fait connaitre la distance 
a I'origine du point de croisement. 

Les figures 32 et 33 representent les graphiques de chemins 
de fer tels qu'ils existent reellement; les dimensions de ce 
livre ne nous ont pas permis de les reproduirc integralement 
(de minuit a minuit) ; la figure 32 donne la portion d'un gra- 
phique qui s'etend de minuit a 5^^ du matin et la figure 33 In 
portion d'un autre graphique qui s'etend de midi a 5** du 
soir. A chaque station correspond une ligne parallele a Taxe 
des abscisses; les ecartements de ces lignes sont propor- 
tionnels aux distances des stations entre elles, distances qui 
sont indiqu^es dans la colonne de gauche. Les parallelcs a 
I'axe des ordonnees correspondent aux cpoques; ces paral- 
leles equidislantes correspondent aux quarts d'houre, les 
traits des heures etant plus forts; de plus, de pctits traits 
paralleles aux precedents, mais qui ne sont pas prolonges 
pour ne pas trop charger la figure, divisent chaque quart 
d'heure en 3 intervalles egaux (de 5 minutes chacun par con- 
sequent). 

La marche de chaque train est representee par une ligne 
inclinee ; la force du trait et la nature de son pointille per- 
mettent de distinguer les diverses especes de trains; le 
numero de chaque train est inscrit k c6te du trait qui le 
represente. Par exemple, sur la figure 32 on voit que le 
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train i358 part de Lou- 
duu B minuit ijS", ar- 
rive a ChiDOn vers 
i'' aS™, en rcpart a i^, 
arrive a Azoy a 3'' 4'", 
en repart k 3'^ ao"", etc ; 
pendaut qu'il eat gartf 
a Chinon, le train 353  
(donl la marche est 
plus rapide et qui va 

traverser cette station 
(la ligne 4taut a voie 
unique). Nous laissona 
a relive le soin d'f!tu- 
dier lui-m^me les au- 
tre s parti cularit^s des 
figures 3a et 33. 



^^- 



5t 






1 *VN,_ 



.5. 



^V 



'^ 
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103. — On a ob- 
ferv^ les temperatures 



rf 



J_its 



Represenler graphi- 
quement la variatioa dc 



_4J_ 
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iture, en faisanl correspondrc i"^ a i'' ct i""" k 
- UlTectiier la mfimc rep rSs en la lion graphique, 
rrespondre a™" ii i''et i""° a i", 
 EITectucr la inline re presents I ion graphique 
ige dc papier quadrille et faiBaut correspoudre 
ladrillage h i '' el un c6te k i". 
Reprcsenler graphiquement la lemp^rnture d 
iprcs leB observali 



i8 juin 36°,9 38° 

19 — 37°,B 38",5 

l» - 3,°,!, 39» 

" juillel 39°, I 39°.5 

I - 39° 38° ,8 

I - 37".7 38- 

I - 37" 3,Mi 

Reprdseoler graphiquement les lempt'i-alure 
la note au bas de la page 170, en I'aisanl c 



Representor graphiquemenl tea ' 

? = "-■ 

y = - 3* + > 



comme uni[4 le centimetre. 

Mdme question, en prenant pour unite le i 



nite le d^cimMre, 
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111. — Mdme question en prenant pour unite le centi- 
metre. 

112. — Repr^senter graphiquement les variations des fonc- 
tions : 

y = — ax -f- 4oo 
y = — Sx -{• 25o 

y =z 6 - — 2000 

en prenant pour unite le dixieme de millimetre. 

113. — Representer graphiquement les deux droites : 

y = 2^ + 4 

en prenant pour unite le centimetre ; calculer et mesurer les 
coordonnees de leur point commun, c'est-a-dire du point 
dont les coordonnees x,y verifient les deux Equations. 

114. — Meme question pour les droites : 

y =z2X — 3. 

On prendra pour unit^ le millimetre. 

115. — R^soudre les deux questions prec^dentes en fai- 
sant usage de papier quadrille. 

116. — Calculer les coordonnees du point commun aux 
deux droites : 

y •:=.ax -\- b 

y •= a'x -|- b'. 

Discuter. 

117. -— Construire les droites representees par les equa- 
tions : 

x = 2y -\- h 
x==: Sy — 4 

X = 2 

y , 2 

"^-""5+3' 

en prenant pour unite le centimetre. 
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118. — Construire les droites reprcseutees paries equa- 
tions : 

2X -{- iy =:S 

l\x — 5jy — 2=0 
Zx — ny -\- k^=^o 
Zx — 5 = 
2y + 3 = o. 

en prenant pour unit^ le demi-centimetre. 

119. — Dans quel cas les droites representees par les 

equations : 

ax -^ by = c 

sont-elles paralleles? 

120. — Quelle est la pente de la droite : 

ax ■\- by ■= c. 

121. — L'horaire du rapide de jour de Paris a Marseille 
pendant I'hiver 1 902-1903 etait le suivant : 

DiBtanccB de Paris «» .• a • ^r ti » » 

ea kilometres. Stations. Arriv<5e. Depart. 





Paris 




9" 20 


1 55 


Laroche 


11" 5o 


ii''55 


3i5 


Dijon 


a^i/i 


2''2G 


A/io 


Mdcon 


4-1 


4" 4 


5ia 


Lyon 


5" 4 


5" 19 


618 


Valence 


r)''45 


0" liS 


7^3 


Avignon 


8" 25 


8" 35 


764 


Tarascon 


8'' 54 


9H3 


863 


Marseille 


lo** ai 





Repr^senter graphiquement la marche de ce train en pre- 
nant pour unite de temps 5"*, pour unite d'espace le myria- 
metre et pour unit^ de longueur le millimetre pour les 
abscisses et les ordonn^es. 

122. — Resoudre la question precedente en faisant usage 
de papier quadrille. 

123. — Resoudre la meme question en faisant corres- 

pondre une abscisse de i*"* h i*' et une ordonnee de ^ de 
millimetre a i^™. 
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124. — Calculer la vitesse qu'a le train precedent dans 
chacune des sections qu'il parcourt et mesorer les pentcs 
des droites correspondantes dans les diverges representa- 
tions graphiques. 

125. — Calculer, avec I'approximation que comporte la 
figure, les vitesses des trains representes sur la figure 32, 
entre les diverses stations du parcours. 

126. — M^me question pour la figure 33; calculer de 
plus les ^poques et les distances aux stations voisines des 
croisements des trains en dehors des stations. 
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EQUATIONS DU SECOND DEGRE. 
ETUDE DU TRINOME 



iSOLUTrON DE LEQUATION DU SECOND DEGRE 
A DNE INCONNUE 

Ddfinitione- — Nous savons qu'on appelle 
on du second degre a une inconnuc x une 
on telle que, tous les termes ayant 6t6 trans- 
dans le premier membre et les termes sem- 
s ayant 6te rednits, le premier membre est 
lynome du second degre en x. Telles sont 
nations : 



a rhnbilude d'ordonner le premier membre 
:juation suivant les puissances decroissantes 
en rcnnissant en un senl tous les termes qui 
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renferment x au m6me degr6. Les equations prece- 
dentes s'ecriront ainsi : 

5.r^ — X H- 3 = () 

{m H- 3)jc* — px — 4^0 
— /i-r^ -f- 2/?.r -+- (m — /w' — /?*) = o. 

Une equation du second degre a done trois termes; 
son premier membre est un trinome du second degre. 
Le premier terme est le terme en x*; le second 
terme est le terme en x; le dernier terme est le 
terme independant de .v ou terme constant. Par 
exemple, dans Tequation : 

(/w + 3).r^ — (a — 71-1- p).r -|- /w — n = o 

le premier terme est (/w -(- 3)jc^; le second terme 
est — (2 — « -f-/>)-^/ le dernier terme est /w — /i. 
Dans Tequation : 

— 3x — I -|- x' = o, 

le premier terme est j;*, le second — 3j; et le der- 
nier — I ; car cette equation ordonn^e s'ecrirait : 

x^ — 3x — 1=0. 
- Dans Tequation : 



X* — 1=0, 



le premier terme est x^; le second terme n'existe 
pas ; le dernier terme est — i . 

On ecrit souvent Tequation generate du second 
degre sous la forme : 

ax^ + ^.r -h c = o, 
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c'est-a-(lire que Ton designe par a le coefficient du 
premier terme, par b le coefficient du second termc, 
et par c le terme constant. Pour que Tequation soit 
bien du second degre, il est necessaire de supposer 
que le coefficient a est different de zero; nous 
ferons cette hypothese. Mais de m6me que, dans 
Tequation du premier degre a coefficients litteraux, 
il pent arriver que le coefficient du premier terme 
devienne nul pour des valeurs particulieres de ces 
lettres, il y aura lieu d'etudier plus loin ce qui 
arrive, lorsque dans Tequation du second degre le 
coefficient du premier terme de{>ient nifl. Mais, pour 
rinstant^ nous supposons essentiellement a different 
de zero ; les coefficients h el c peuvent ^tre nuls ou 
differents de zero; nous etudierons d'abord le cas 
particulier ou Ton a 6 = 0. 

95. Cas ou le coefficient du second terme est 
nul. — Soit Tequation du second degre : 

ix^ — 8 = 0. 

On pent I'ecrire successivement sous les formes 
equivalentes : 

•ix^ = 8 

1 

II s^'agit done de trouver un nombre x dont le 
carre soit egal a 4» Nous savons que 1 est le seul 
nombre positif dont le carre est egal a 4; je dis que 
— 2 est le seul nombre negatif dont le carre est egal 
a 4 ; en effet, a etant positif, le carre de — a est egal 
au carr6 de a; il n'est done egal a 4 que si a* = 4> 
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/C'est-a-dire si a = i. L'equation propos6e admet 
done deux solutions; ou, comme on dit aussi, deux 
racines : la racine i et la racine — 2. 
Au lieu d'ecrire : 



j: 1= -f- 2 
.r =z — 2. 



on ecrit souvent la formule unique : 



a:=.± 2, 



que Ton enonce : x e gale plus ou moins deux; c'est- 
a-dire : V equation proposee est veriftee que x soit egal 
a -\- 2 ou d — 2. 

Soit encore I'equation : 

3.r' — 5 = 0. 

On en deduit : 

5 



x^ 



et Ton voit que x doit ^tre tel que son carre soit 

5 . . 
egal a ^; il existe un nombre positif et un seul dont 

le carre est t^; on le represente par i/tj et Ton 

apprend en arithmetique a le calculer avec autant 
d'approximation que Ton veut. Le nombre negatif 

— i /^ est le seul nombre negatif dont le carre soit 

. 5 . 

6gal a ^; I'equation proposee a done deux racines 

que Ton pent representer par la formule unique : 



JT 



=±\/f- 
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Considerons maintennnt reqiiation : 

ix^ -|- 5 = o. 

S'il existe un nombre .r verifiani cette equation, on 
doit avoir : 

X — ^, 

c'est-a-dire que le carre de jc doit 6tre egal au 

5 
nombre negatif ; or, le carre d'un nombre est 

toujours positif, que ce nombre soit positif ou 
negatif; il ny a done aucun nombre dont le carre 

soit egal a ; on en conclut que V equation pro- 

posee na pas de ravines, 
Soit enfin Tequation : 

3j7^ = o. 
Le produit de a^ par 3 ^tant nul, on doit avoir : 

et par suite .r = o, puisque o est le seul nombre 
dont le carre est 6gal a zero. L'equation proposee 
admet done la racine unique a: = o. 

On convient de dire que cette racine est double; 
nous ne pouvons expliquer completement la raison 
de cette denomination; contentons-nous d'observer 
que, x^ etant le produit de deux facteurs egaux a .r, 
si X est egal a zero, ces deux facteurs sont nuls, de 
sorte que le produit a une double raison pour s'an- 
nuler. 

Nous pouvons resumer comme il suit T^tude que 
nous venons de faire. 
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Theoreme. — Soil : 

ax^ -f- c z=: o 

une equation du second degre sans second terme^ 
dans laquelle on suppose essentiellement az^o. 
Si les coefficients a et c sont de signes contraires^ 
r equation admet deux racines donnees par la- 
formule 



c 



dans laquelle est un nomhre positij dont Varith- 

metique enseigne a e.rtraire la racine carree. Si 
les coefficients c et a sont de mSme signe, V equation 
ria pas de racines. Si le coefficient c est nul, Vequa- 
tion admet la racine double x = o. 

96. R6solutioii de I'equation generale. — Con- 
siderons niaintennnt I'equation generale 

( I ) a.x^ -I- ^.r -h c = 

dans laquelle nous supposons essentiellement le 
coefficient a different de zero, sans faire aucunc 
autre hypothese. 

L'^quation (i) est equivalente a Tequation sui- 
vante, obtenue en multipliant les deux membres 
par ^a : 

Cette equation pent s'ecrire : 

4a V -h t\abx =. — ^ac 
ou, en ajoutant b^ aux deux membres : 
(3) 4a V -4- fiabx ■^b^ = b^'- f^ac. 



'1 
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Le succes de la methode employee tient a ce que 
le premier membre de requation (3) est le carre de 
%ax 4" A; de telle sorte que cette equation (3) peut 



s'ecrire 



On est ainsi conduit a un probleme tout a fait 
analogue a celuique nous avons resolu dans le pre- 
cedent paragraphe ; il s'agit de determiner jr, sachant 
que le carre de I'expression lax -\- b est egal a 
b^ — ^ac. Si b^ — ^ac est positif, lax + b devra ^tre 
egal a z±z^T^—4ac; si b^ — 4^c est negatif, le pro- 
bleme est impossible; si b^ — 4^c est nul, lax -\- b 
doit ^tre nul. On a done, en supposant b^ — ^ac > o, 



aax -\- b:=:±\b* — ^ac 



lax ■=. — bzh. \b^ — ^ac 



— b±\'b^—^ac 

x= . 

Cette derniere formule fait connaitre les deux 
racines de Tequation du second degre au moyen 
des coefficients; ces racines sont distinctes si 
b^ — ^ac est positif ; elles sont egales si i* — ^ac = o; 
il n'y a alors qu'une racine, que Ton considere 
comme double; enfin si b^ — ^ac est negatif, les 
racines n'existent pas ; la formule qui les donne n'a 
plus de sens, puisque Ton ne peut pas extraire la 
racine carree d'un nombre negatif. 

Nous donnerons a la quantite b^ — ^ac le nom 
de discriminant de I'equation *. 



1. D'apres la tlieoric gcneralc des formes quudratiques en 
algebre on appellerait discriminant la quantite ^ac — b^ ou plut^t 
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97. ApplicaHons. I. — Resoudre requation : 

ix"^ — 5j7 H- 3 = o. 

Oil peut appliquer la (ovvaxA^y en remplacant a 
par 'i^ b par — 5 et c par 3 ; on obtient ainsi : 



ct 



SH-v^S' — 4X2X3 5±y/i 


5H-I 


4 4" 


4 


Les deux racines sont done : 




5-4-1 6 3 




4 4 a 




5 I 4 




4 4 '• 





On auralt pu, a titre d'exercice, appliquer a 
requation particuliere proposee la methode gene- 
rale qui a servi a etablir la formule ; multiplions 
par 4«, c'est-a-dire par 8; il vient : 

1 6x^ — t^ox = — 24 . 
Ajoutons b^y c'est-a-dire 25; il vieui : 

i6x^ — l^ox -\- 1^ =2 1^ — 24 
(4x— 5)2=1 

4.r — 5 = 2+1 1 
4.r= 5 it I, 

d'ou Ton tire les m^mes valeurs pour les racines. 

son quart; inuis, d'autrc part, c'est la quantite b'^ — k<^c qui aete 
introduite par Gauss dans ses recherclies celebres sur les formes 
quadratiques a indeterminees entiercs. Dans ces conditions, nous 
pensons qu'il n'y a pas d'inconvenient a adopter le noin de dis- 
criminant pour la quantite ^2 — i^ac; on appelle aussi parfois dis- 
criminant le quart de cette quantity (c'cst-a-dire b"^ — ac; voir 
n° 98) ; dans toutes les questions oil le signe seul intervient, il est 
sans importance de preciser si Ton prend ^2 — i^ac ou son quart. 



II. — Resoiidre ('equation : 

''•-»' + T = »- 
On a ici : 

ft' — ^n<; = 8*— .•,X3X^ = o. 

L'6quatiou a done une racine double ; 

8 k 

" = 6 = 5- 

III. — Resoudre I'^quatioa : 

.1* — 2.l:-^-5=2«. 

On a ici : 

6^— /,ac=/, —ao = — i6; 

equation proposee ii'a pas de racines. 

IV. — Resoudre I'eqitalion : 

a».r' - (a' + 6V + *' = »■ 
Le discriminant est : 

(a- + 6^)' — 4a'A' = a* — aa=i^ + b* = {«= — 6')^ 
On a done : 

3 qui donne les deux racinea : 



l-b'-{a'-l^)_b' 
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98. Cas oil la formule se simplifie. — Dans le 
cas oil le coefficient b est le double d'un nombre 
entier, il est commode de poser h=.ih\ h' desi- 
gnant la moitie de h; la formule devient alors, en 
remarquant que le carre du double d'un nombre 
est egal au quadruple de ce nombre : 



_ — <i,y -H ^4^^» — !^ac _ — 'lb' ±: 1 yV"^ — ac 
aa . 'la 

c'est-a-dire : 

-_ ^' H- Jb'^ _ ac 

x^=. , 

Indiquons aussi la formule suivante, souvcnt 

utile. L'equation du second degre etant donnee sous 

la forme : 

x^ -\-px -I- ^ =r o, 

on I'ecrit : 






V' 



d'oii Ton tire, en supposant^-^^ q^ o : 



--^f=±v/?-^- 



c'est-a-dire : 



k: 



-?±\/f-'- 



BonsL. — Alg^brc, 2' cycle. \k 



^ 
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II. RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS 
ET LES RACINES 

99. Formation d'one equation ayant deux 
racines donnees . — Designons par x' et x* deux 
nombres donnes; est-il possible de former urie 
equation du second degre ayant pour racines les 
nombres x et x" ? Nous allons voir que la reponse 
a cette question est affirmative. Dans ce but, desi- 
gnons par a nn nombre quelconque non nul et con- 
siderons I'equation : 

a (.r — .r') (x — a;") z=: o. 

C'est une equation du second degre; d'autre 
part, pour que le produit des trois facteurs a, j: — x^ 
X — X soit nul, il faut et il suffit que Tun de ces fac- 
teurs soit nul; comme a est different de zero, il 
faut done que x — ^•' soit nul, c'est-a-dire que ^ = .r', 
ou bien que x — x" soit nul, c'est-a-dire quej:=^". 
L'equation que nous avons formee admet done pour 
racines les nombres ./ et x" ^ et n'admet pas d'autres 
racines (ce que Ton aurait pu prevoir, puisque Ton 
sait qu'unc equation du second degre admet an 
plus deux racines). 

Soit par exemple x =-,x'=7^, Prenons a^=^&y 

afin de faire disparaitre les denominateurs; nous 
formerons I'equation : 







^-yr-3.'="' 



ou, en developpant : 

Gjc^ — 5j: -h I =0. 



2 
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Soit encore y = -, .r" = — 3; prenons a = 2, 
nous aurons Tequatlon ; 

(•^— ^)(-^ + 3) = o, 

c'est-a-dirc : 

ix^ -{-^x — 3 = 0. 

Reprenons Tequatlon generale : 

a{x — .r') (x — x"^ = o. 

Si nous la developpons, nous obtenons : 
ax^ — a {x -\- x") X -\- ax'x" = o . 

Les coefficients sont : a, — a[x +.^'"), axx' ^ d'ou 
la regie suivante. 

Regle. — Pour former une equation du second 
degre admettant pour racines les nombres x' et x\ 
on prend arbilrairement le premier coefficient a; le 
second coefficient est egal an produit de —- a par 
la somme des racines x -|- x" et le dernier coeffi- 
cient est egal au produit de a par le produit des 
racines x'x\ 

Dans le cas particuHer ou x^ = x\ Tequation que 
Ton obtient est : 

a [x — x')'^ z= o 
ax^ *— lax'x -h clx'- =z o, 

et Ton constate aisement qu'elle admet la raclne 
double x=^x ; cette racine est regardee comme 
double parce qu'elle annule doublement Texpression 
a(x — x'fy vu qu'elle annule les deux facteurs x — x 
de cette expression. 
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loo. Relations entre lea coefficients et les 
racines. — Nous alions deinontrer que, reciproque- 
ment, si Ton donne a priori une equation du 
second degre : 

a.r* -)- ^x -L- c = o, 

admettant des racines, que Ton designera par x 

et jc'y les coefficients i et c sont donnes par les for- 

mules : 

b-==. — a (jc' -h x") 

c = ax X , 

Ceci revient a dire que Tequation donnee est 
identique avec T^quation que nous savons former 
ayaut m^me premier coefficient a et admettant les 
m6mes racines x et x" . 

La verification est facile ; on a : 



X 



, — ^ -h v^* — fiac 



2a 



„ — b — y/^* — 4ac 

X — , 

2a 

d'ou, immediatement : 

a(.r'-4-x") = — ^. 

On a d'ailleurs : 



4<*^ ^' 

La verification est done complete ; elle subsiste 
dans le cas ou x =^x\ c'est-a-dire ou b^ — kac 
est nul. 
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On en conclut que deux equations du second 
degre ayant les mimes racines ont leurs coefficients 
proportionnels ; car, si Ton designe par «', i', c\ les 
coefficients d'une autre equation ayant aussi pour 
racines x ^i .r", on a : 

b' = -^a' [x' -4- x') 



d'ou Ton conclut : 



c' = a'x'x"^ 




• 
• 




a b 


c 


a' b' 


'■? 



Reciproquement, si deux equations ont les coeffi- 
cients proportionnels, elles ont les m^mes racines. 

loi. Signes des racines. — Les relations entre 
les coefficients et les racines peuvent s'ecrire : 



X -\-x = 

a 



I 1/ ^ 

XX =- 



a 



ce qui s enonce amsi : 

Tmeoreme. — Lorsquune equation du second degre 
admet des racines, la somme de ces racines est egale 
au quotient change de signe du second coefficient par 
le premier; le produit de ces racines est egal au 
quotient du dernier coefficient par le premier. 

On pent d^duire de la une regie permettant 
d'obtenir le signe des racines sans resoudre I'equa- 
tion. En effet, si le produit des racines est negatif, 
on pent en conclure que Tune est positive et Tautre 
negative ; si le produit est positif, les deux racines 
sont de m^me signe; elles sont toutes deux posi- 
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tives ou toutes deux negatives suivant que leur 
somme est positive ou negative. 

Mais il ne faut pas oublier, avant de rechercher 
le signe des racines, de s'assurer d*abord que ces 
racines existent, c'est-a-dire que h^ — ^ac est positif 
(ou nul). On pent d'ailleurs, a ce sujet, faire Tim- 

portante remarque suivante : dans le cas oil — est 
* * a 

negatif, c et a sont de signes contraires, d'oii Ton 

conclut que ^ac est aussi negatif; il en resulte que 

b^ — ^ac est forcement positif, puisque i* et — ^ac 

sont positifs. 

1 02. Cas oil a est nul. — Nous venous d'etudier 

les cas ou le coefficient a du premier terme n'est 

pas nul; pour nous rendre compte de ce qui se 

passe quand il devient nul, supposons d'abord qu'il 

soit ires petit (voir p. i55) et considerons pour fixer 

les idees Tequation : 

j;^H- 2.r — 3 = 0. 



1000 
La formule simplifiee donne : 

— \ ±yji -\- 0,00'i 



X 



0,001 



Or on a : 

y/i,oo3= 1,00149... 

Les deux racines sont done : 

— I -f- 1,00149... 



(»,OOl 



„ — ^ I — 1,00149 

X z= l^z=z — 2001,49... 



^ 



^ 



0,001 
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On voit que Tune des raclnes est tres voisine de 

3 , , . 

~, c'est-a-dire de la solution de Tequation du pre- 
mier degre obtenue en supprimant de terme en x^ 
dans Tequation donnee; quant a la seconde racine, 
elle est tres grande en valeur absolue. Si Ton avait 
pris Tequation : 

x^ H- 2a* — 3 izi o, 



I OOO GOO 

on aurait trouv6 : 

X -=. — 2000001,49... 

3 
la racine x se rapprochant de plus en plus de - et la 

valeur absolue de x etant de plus en plus grande. 
On est ainsi conduit a conjecturer que lorsque 
le coefficient a devient nul, h restant diflFerent de 
zero, Tune des racines devient egale a la solution 
de Tequation du premier degre : 

et Tautre racine disparait en devenant inflnie, 
c'est-a-dire devient de plus en plus grande en 
valeur absolue a mesure que la valeur absolue de a 
devient plus petite. 

11 est aise de justifier cette conjecture en utilisant 
les relations entre les coefficients et les racines. 

On a, en effet : 

— b 



x' + x" = 



a 



Si a devient nul sans que b devienne nul, la 
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valeur absolue de la somme x -(- x* devient infinie 
(c'est-a-dire d*autant plus grande en valeur absolue 
que a est plus petit). 

L'une au moins des racines devient done tres 
grande en valeur absolue. 

D'autre part on a : 

t // ^ 

a 

et, par suite, en ecartant le cas oil c seralt nul, 
auquel cas Tequation a visiblement une racine 
nulle : 





.r'-h.r" h 




x'x" c ' 


e'est-a-dire : 






II -b 

.XX c 



II n'est done pas possible que x' et x" deviennent 
tous les deux tres grands en valeur absolue ; car 

s'il en ^tait ainsi— ?et — deviendraient extr^mement 

X X 

petits tous deux en valeur absolue, et leur somme 

ne pourrait pas 6tre egale a . II n'y a done 

qu'une racine qui devient infinie; si on la designe 
par x", —T, est d*autant plus petit que a est lui- 
m^me plus petit. Or, on a : 

I _ — b j_ 

X C X 

Done lorsque a devient tres petit -7 devient tres 
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voisin de — ;— , c'est-a-dire que x se rapproche 

de ^-j- a mesure que a se rapproche de zero. Pour 
a = o, on a done bien les conclusions annoncees : 



.' ^ .If 



X =. — ' ^' zz: 00. 
b 



Dans le cas ou b est nul en m6me temps que a 
Tequation se reduit a : 



o, 



et SI c n'est pas nul, n'a aucune racine. On voit 
aisement que, dans ce cas, hs deux racines devien- 
nent InGnies, c'est-a-dire sont d'autantplus grandes 
en valeur absolue que a qX b sont plus petits, car 

leur produit - devenant tres grand en valeur 

absolue, Tune au moins est tres grande, et la 
somme : 



I I 



— b 



x' • x"~ c ' 



devenant tres petite en valeur absolue, on en con- 
clut que Ton ne pent pas supposer qu'a/ie seiile des 
deux racines x et x" soit tres grande. 

Enfin si a, Z), c sont nuls tons trois Tequation est 
evidemment indetermin6e. 

io3. Resume de la discussion. — On pent 
resumer les deux paragraphes precedents dans le 
tableau suivant : 
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DISCUSSION DE LEQUATION 

ax- -\- bx -\- e = o. 



a^o 



-:<° 



3 racines, Tune positive, I'aulre negative. 



b^ — kac ^ o 



a ^ 



!>o; a racines positives. 

<C. o ; 3 racmes negatives. 



62 
62 



Ixac = o 
kac <C o 



I racine double x = 
pas de racines. 



aa 



a = o 
b^o 



a =. o 
b = o 

c ^o 



a = o 
6 = o 

6- = O 



c = o ; I racine nulle ; i racine 6gale a 



I racine infinie. i racine egale a — r-. 



a racines infinies ; Equation impossible. 





Equation indeterminee ; tout nombre est racine. 



III. ETUDE DU TRINOME DU SECOND DEGRE 

104. Definitions et notations. — On donne le 
nom de trinome du second degre a Texpression : 
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les expressions : premier termey etc., ont le m6me 
sens que pour Tequation du second degre. Nous 
designerons frequemment le trinome par y; c'est- 
ii-dire que nous poserons : 

y = ax^ -h ^x -h c. 

Nous le designerons aussi quelquefois par Tune 



que Ton enonce : petit f 
. La lettre fest la pre- 



des notations«/*(:r), F(.r), cp(.z') 

de ^, grand F de ^, cp de :r 

miere lettre du mot fbnction et les notations /l[.r),... 

sont employees pour designer une fonction de v. 

L'avantage principal de cette derniere notation est 

le suivant. Si Ton pose : 

/*(.r) = ax* -\- bx-i-c, 

et que Ton remplace dans le trinome j; par une 
autre lettre, ou par un nombre quelconque, le 
resultat obtenu sera designe en remplacant la 
lettre x dans f{j:) par cette lettre ou par ce nombre. 
Ainsi, Ton a : 

f{z) = az^ -{-bz-\-c 

fCk) =a\*-hbl'^c 

f(io) = looa -4- lo^-f-c 

/•(— i) =a^b-hc 

/■(cos y)=a cos* y -h b cos y -+- c? 

f(tgu) = atg^u + btgu -f- c. 

Dans Tetude du trinome du second degre, il y a 
souvent lieu d'introduire les racines de I'^quation : 

a.v^ -\-bx -{-c = Oy 

c'est-a-dire les racines de V equation obtenue en ega- 
lant le trinome a zero. Nous dirons, pour abreger, 



1 
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que ces racines sont les zeros du trinome* et nous 
les designerons generalement par x^ et x" . 
Lorsque Ton a : 

b^ — 4ac < o, 

le trinome a deux zeros distincts, si : 

b^ — 4ac = o, 

le trinome a un zero double ; enfin si Ton a : 

l^ — t^ac < o, 

le trinome n'a pas de zero. 

Dans Tetude du trinome, nous supposerons essen- 
tiellement que le coefficient a du premier terme nest 
pas nuly de sorte que les cas precedents sont les 
seuls qui puissent se presenter. 

io5. Formes canoniques du trinome. — Nous 
donnerons le nom de formes canoniques du trinome 
a des formes particulieres que Ton pent donner au 
trinome et surlesquelles ses propriet6s essentielles 
sont mises en evidence. Nous obtiendrons une 
forme canonique generale, quidonnera trois formes 
particulieres, suivant que le discriminant est negatif, 
nul ou positif. Nous ne nous appuierons pas sur 
les resultats obtenus pour Tequation du second 
degre, de sorte que nous arriverons par une autre 
voie aux resultats des n°^ 96, 99, 100. 

1° Forme canonique g6n6rale. — On a, puisque 
Ton suppose que a n'est pas nul : 

I. D'une maniere generale, on appelle zeros d'un polynome (ou 
d'une fonction quelconque) les racines de I'^quation obtenue en 
egalant a zero ce polynome (^ou celte fonction). 



ax^ 
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L a a J 

c'est-a-dire ': 

Telle est la forme canonique que Ton peut tou- 
jours donner au trinome : le trinome est egal au 
produit dii coefficient a de son premier terme par la 
somme du carre d'une fonction lineaire de x, dans 
laquelle le coefficient de x est egal a i^ et d'une cons- 
tants Ce resiiltat joue un role essentiel dans Tetude 
de la representation graphique du trinome, comme 
nous le verrons bientot. 

2° Cas oil le discriminant est negatif. — Suppo- 
sons que Ton ait : 

b^ — l^ac < o, 

c'est-a-dire : 

4ac — ^2 > o, 

il existe alors un nombre posltif m v'erifiant la rela- 
tion : 

« Aac — b^ 

et la relation (i) peut s'ecrire : 

(a) aa:2H-^x-f-c = a (•^ + — ) ~^ ^^ \' 

Le trinome est alors egal au produit du coefficient 
a de son premier terme par la somme de deux car res. 
II est clair que, dans ce cas, le trinome ne peut pas 
s'annuler, car un carre est toujours positif ; la somme 
de deux nombres positifs ne peut 6tre nulle que 



ont nuls lous deux, el ici ni' ne saurait &tre nul, 
Cas oil le diacriminant est nul. — Lorsque 



ation (i)devieut : 



tfinome est egal au produU par a du carre 
binotne du premier degre en x : x — x' . 
jSm oil le diecriminant est positif- — ^ La for- 
(i) s'ecrit alors : 

us avons enlrc crochets la difference de deux 
5; nous pouvons les decomposer en un pro- 
le deux facteurs par la formule : 

A* — Bs^(Ah-B)(A — B) 
lis obteiions aiosi : 

ax^ -{- bx-\-c 



{' 


+A_ 


V*'- 


^){'^i- 


■>" 


pose : 




— t + \'/y' — /,nc 








_J_^ia_4ac 
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cette formule devient : 

(/i ) ' ax^ -\- bx -\- czzz a{jc — x') {x — .r") . 

II n'est pas inutile de reunir dans un tableau les 
diverses formes canoniques que nous avons obte- 
nues. 



TABLEAU DES FORMES CANONIQUES DU TRINOME 

aj;2 J^ hx -\- C. 



i" Forme ge- 
nerale. 



2°6=* — kac<^o 



3062 — 4af = o 



/i*'62 — /iac->o 



(0 



•[(•+r.y 



4rt2 



]■ 



en posant 



«[("+r«)'+'»^] 



w- 



kac — b^ 
4a^ 



(3) 

(3)' 

en posant 



a{x — x') . 



X 



b_ 



w 



^V^+2-^ 



yjbi — kac \ / b yjb'i — ka c 



en posant : 



X 



, — 64- "^b^ — kac 

2a 

,; — & — V62 — 4ac 
2a 



^' = 
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On deduirait Immediatement des resultats de ce 
tableau, la resolution et la discussion de Tequation 
du second degre; mais il est inutile d'y revenir. 

1 06. Signe du trinome. — II est sou vent utile de 
connaitre, sans dtre oblige de faire aucun calcul, 
le signe que prend le trinome du second degre 
pour une valeur quelconque de a:. On y parvient 
aisement par la consideration des formes canoni- 
qucs. Dans le cas oil le trinome n'a pas de zeros, 
il se met sous la forme (2) ; quel que soit x^ la quan- 
tity entre crochets est positive; le trinome est done 
du signe de a, c'est-a-dire du signe de son premier 
terme. Dans le cas du zero double, on voit imme- 
diatement sur la forme (3)' que le trinome est du 
signe de a, a moins qu'il ne soit nul, ce qui a lieu 
pour 07 = j;'. 

Supposons eufin qu'il y ait deux zeros distincts 
a/ et x" \ nous avons la forme canonique : 

(4)' a{x--.r')[x — x'), 

Supposons, pour fixer les id6es : 

x' < x\ 

On pent alors faire trois hypotheses relativeraent 
\\ X : X est inferieur a x\ ou bien compris entre 
X et x" y ou bien superieur a x", 

1° Si Ton a : 

X <C x' , 

on a, a fortiori : 

les facteurs x — x\ x — x" sont negatifs tons deux. 



ihb 
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leur produit est done positif et le produit (4)' est du 
signe de a. 
2° Si Ton a : 

.v' < .r < x\ 

le facteur x — j;' est positif et le facteur a: — x" est 
negatif, le produit (4)' est alors de signe contraire 
a cclui de a. 

3® Enfin si a- est superieur a a:'\ les facteurs 
a: — ^" et x — x^ sont tons deux positifs et le pro- 
duit (4)' est encore du signe de a, 

II resulte de cette etude des divers cas possibles 
le theoreme fondamental suivant. 

Theorj^me. — Le trinome du second degre est du 
mSme signe que son premiei^ termey sauf dans un 
cas unique, a savoir lorsque, le trinome ayant deux 
zeros distincts x et x" , la valeur donnee a x est com- 
prise entre x' et x" , 

107. Inegalite du second degre. — Le theo- 
reme precedent permet de resoudre aisement I'ine- 
galite du second degre, c'est-a-dire toute inegalite 
de la forme : 

ax^ -\- bx-\- c ^ o. 

Etant donnee une telle inegalite, nous appelle- 
rons equation correspondante Tequation : 

ax'^ -f- ^.r -f- c = (), 

que Ton obtient en rempla^ant le signe > par le 
signe =. 

Nous distinguerons trois cas : 

10 L'equation correspondante n'a pas de racines. 
Dans ce cas, si a est positif, Tinegalite proposee 

BoREt. — Algebre, 2«» cycle, 1 5 



226 ALG^BRB 

est toujours verifiee ; si a est negatif^ elle n'est 
jamais verifiee ; 

2° L'^quation correspondante a une racine double. 
La conclusion est la m6me que dans le cas precedent 
sauf que, pour la valeur de x egale a la racine, 
rinegalite se transforme en egalite; 

3** L'equation correspondante a deux racines dis- 
tinctes, que nous designerons par :r et x\ en sup- 
posant X < x" . 

Dans ce cas, si a est positif, il faut que Ton ait : 

ou bien : x <i x' 
ou bien ; x > x" 

et si a est negatif, il faut que Ton ait : 

x' < x < x". 

On traiterait de m6me le cas de Tinegalite : 

ax^ -{- bx -{- c < o, 

mais on pent la ramener a la pr^c^dente, car elle 
pent s'ecrire : 

— ax^ — bx — c > o. 

Remarque I. — Pour distinguer la plus grande 
des.deux racines x' et x" il faut avoir soin de tenir 
rompte du signe de a. Si Ton designe par ^b^ — /iac 
le n ombre /^ost^i/" don t le carre est egal a b^ — 4^c, 
on a : 



—-b — y/b* — 4qc — b-hy/b'^ — ^ac 
dans le cas oil a est positif. Au contraire, si a est 
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negatif^ on a : 

car, alors, en multipliant par a les deux membres 
de rinegalite, on doit changer les signes. 

Remarque II. — Dans le dernier cas traite, il 
est essentiel de remarquer que Tinegalite du second 
degre est remplacee, tantot par une double Inega- 
lit6 avec alternative : 

ou bien x < x' 
ou bien .x > .r", 

tantot par deux inegalites simultanees : 

x' <x <: x". 

On ne doit pas confondre ces deux cas. Par 
exemple si x' = i et x' =.1^ dans le premier cas il 
faut que x soit, ou bien inferieur a i , ou bien sup6- 
rieur a 2 (il serait absurde de dire que x doit 6tre 
a la fois inferieur a i et superieur a 2), tandis que 
dans le second cas il faut que x soit compris entre 
I et 2, c'est-a-dire a la fois superieur a i et infe- 
rieur a 2. 

On peut resumer dans le tableau suivant la solu- 
tion de rinegalite du second degre : 
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RESOLUTION DE L'INEGALITE 

ax^ -{- bx -\- c"^ o. 



62 _ l^ac < o 



a >> o 



Inegalite loujours veri- 



^2 — liac = o 



Id. , sauf qu'elle se trans 
forme en egalit6 .pour 

— b 



a <^ o 



Inegalite jamais veri- 
fiee. 



X 



2a 



^2 — t\ac > o 



Inegalite verifi^e si Ton 
a ou bien : 

s <Cx' 

ou bien : 

x>jf 

on pose : 



Id. , sauf qu'elle se trans- 
forme en ^galit^ pour 
b 



a? = — 
aa 



__ 6 _ Y/62 _ dac 

X = — -• 



aa 



X 



„ — & + v/62 — kac 
aa 

et Ton a : 

x' <:x". 



Inegalite v^rifi^e si Ton 
a A /a fois 

x' <:x<, x" 



on pose : 



•^ — aa 



_ 6 — V62 — i^ac 

'~ ao 

et I'on a : 

x' < x". 



io8, Comparaison dun nombre donne aux 
racines d'une §quatioa du second degre. — On a 
souvent a resoudre un probleme qui peut 6tre 
regarde comme inverse de celui que nous venons 
d'etudier; c'est le suivant : etant donnee une equa- 



tion du second degre : 



f{x] = a.r* -\-bjc-\'Cz=zo, 
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on connatt le signe de f(m)^ m etant nn nombre 
donne; que peiU-on en conclure relatl^ement a V exis- 
tence des racines et a la grandeur relative de m et 
de ces racines dans le cas oil elles existent? Le 
nombre f(tn)f defini par la relation : 

f {ni) z=L am^ -f- bm -f- c 

est ce qu'on appelle le resultat de la substitution 
du nombre m dans le premier membre de Vequation 
proposee. Nous distlnguerons deux cas sulvant que 
ce resultat est de signe contraire au coefficient a 
du premier terme, ou est de m^me signe. 

1° Supposons d'abord que a et f{pi) soient de 
signes contraires; nous pouvons exprimer ce fait en 
ecrivant que leur produit est negatif; le cas que 
nous etudions est done caracteris6 par T^galite : 

a{[m) < o. 

II suffit de se reporter au tableau de la page pre- 
cedente (ou au theoreme de la page 226) pour con- 
stater que ce cas ne peut se presenter que lorsque 
Vequation proposee a des racines et que m est com^- 
pris entre ces racines; car dans tons les autres cas 
le trinome premier membre prend le signe de son 
premier terme. On a done le tres important theo- 
reme suivant : 

Th^oreme. — Lorsque le resultat de la substitu- 
tion d'un certain nombre m dans le premier membre 
d^une equation du second degre est de signe contraire 
au coefficient du premier terme y on peut affirmer deux 
faits : i° Vequation a des racines distinctes; 2° le 
nombre m est compris entre ces racines. 



\ 
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a*" Supposons maintenant que Ton ait : 

af[m) > o. 

Plusleurs hypotheses sont alors possibles : Tequa- 
tion proposee pent ne pas avoir de racines, ou 
avoir une racine double difierente de m, ou avoir 
deux racines x' et .r", m etant inferieur a la plus 
petite x' ou superieur a la plus grande x" . Lorsque 
Ton se trouve dans ce dernier cas, voici comment 
on distingue entre ces deux alternatives ; on remarque 
que Ton a : 

x'^x" _^ b 

et que tout nombre inferieur a x est aussi inferieur 
a — , c'est-a-dire a tandis que tout nombre 

superieur a x" est superieur a . Done, lorsque 

le resultat de la substitution de m a le signe de a, 
et que Tequation a des racines, ily a lieu, pour elu- 
cider la position de m par rapport a ces racines, de 

comparer /w a la demi-somme de ces racines . Si 

m 

m est inferieur a la demi-somme, on pent affirmer 
que m est inferieur a la plus petite racine, et si m 
est superieur a la demi-somme, on pent affirmer 
que m est superieur a la plus grande racine. 

Nous pouvons resumer la discussion precedente 
dans le tableau suivant, ou nous laissons de cote le 
cas on f{p^ = o, car m est alors racine et Tetude 
de I'equation est ais^e. 
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GOMPARAISON DUN NOMBRE m AUX RAGINES 

DE L'EQUATION 

f(x) = aa?2 -\- bx -\- c = 



HYPOTHESES 



af{m) <C o 



/£»2 — i^ac <; o 



^2 — liac ■=^ o 



af{m) > o 



"'<--Z. 



b 



\ ^2 — ^ac ]> o 



r»^>-rz 



2a 



CONCLUSIONS 



L'equation a des racines 
et m est compris entre 
ces racines : 

a?' < TO < x". 



L'equation n'a pas de ra- 
cines. 



L'equation a une racine 
double x' et Ton a : 

m =^x'. 



L'equation a deux racines 
x' et a/' ; Ton a : 

w < a;' < x". 



L'equation a deux racines 
x' et a?" et Ton a : 

0?' < a?" < TO. 



109. Application k la discussion des equations 
du second degr6. — Les r^sultats qui precedent 
permettent de discuter les equations du second 
degre, au moins dans des cas tres etendus. Nous 
allons montrer sur des exemples quelle marche on 
doit suivre dans une telle discussion; c'est par 
I'etude de ces exemples et par la resolution des 



1 
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exercices qui sont indiques h la fin du chapitre, que 
Televe arrivera a savoir conduire par lui-m6me une 
discussion du second degre, bien mieux qu'il ne 
pourrait le faire en apprenant de nombreuses 
regies verbales; nous avons reduit au strict neces- 
saire les resultats qu'il importe de retenir. Ces 
resultats resumes dans les tableaux ne doivent d*ail- 
leurs pas 6tre appris par coeur, mais bien compris 
et frequemment appliques; Televe arrivera ainsi a 
les posseder sans crainte d'erreur de memoire. 

Observons, a ce sujet, que le tableau de la 
page 28 1 comprend, comme cas particulier, la dis- 
cussion faite page 218 sur le signe des racines de 
I'equation du second degre; il suffit en effet d'y 
supposer m = o pour obtenir les resultats sur les 
signes des racines; f[m) se reduit alors a c et le 
produit af\m) a le signe de aCy qui est le m^me que 

le signe de -. Le tableau de la page 281 suffit done 

completementy dans le cas oil a n'est pas nul, a la- 
discussion de I'equation du second degre ; il importe 
de le bien posseder, mais il est inutile de se charger 
la memoire d'autres resultats ; dans le cas ou a est 
nul, on recourra au tableau de la page 218. II 
pourra ^tre utile de se servir aussi du tableau de 
la page 228, mais il faut observer qu'il ne renferme 
rien qui ne soit dans celui de la page 281. 

ExEMPLB I. — Discuter V existence et les signes 
des racines de V equation : 

(X -h 3) JI-* + -2 (aX -h i) X -4- X -f- 5 = o. 
Le discriminant de cette equation est (en utilisant 



TRINOMB DU SECOND OEGRE 238 

la formule r6duite) : 

D^(.,X-M)-2-(X + 3)(X + 5) 
= /iX^ H- 4 A + I — X2 — 8 A — 1 5 
— 3X2— 4X— 14. 

Ce discriminant s'annule pour les valeurs : 

., 2 — v/46 .„ 2-4-v^ 

A _ .^ A — 5 . 

Le produit des racines de Tequation proposee 
est : 

X+3' 
son signe est le meme que celui du produit : 

(X + 3)(X + 5), 

trinome dont les zeros sont — 3 et — 5; quant a la 
somme elle est : 

C 2(2X-f- l ) 

^~"~ X+3 ' 
et son signe est le m^me que celui du trinome : 

— (2X+i)(X-i-3), 

dont les zeros sont et — 3. 

2 

Les valeurs remarquables de X, c'est-a-dire les 
valeurs de X pour lesquelles D, P ou S changent 

de signe, sont)/. A", — 3, — 5, . II est commode 

de ranger ces valeurs remarquables par ordre de 
grandeur; pour cela il faut comparer — 3, — 5 et 
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a y el y. Pour faire cette comparaison, on 

rrait calculer X' et )." a un dixieme pres; il est, 
r^neral, plus simple d'utiliser les r^sultats du 
I graph e 108. 
asons : 

D = FIX) = 'iX»^/,\—i!,. 



F(- 


-5) = 


-tXi 


5-+- 


'iX5 


F(- 


-3) = 


= 3X9 


+ . 


',Xl 


<- 


-:)= 


= 'xi 


-h', 


xi- 



n remarque qu'il est inutile ici de calculer com- 
smentF( — 5), etc., pour en connaitre les signes. 

ime le coefficient de V dans D est positif, 

compris enlre V et "k" ; dea lors — 5 et — 3 
certaiuement inferieurs a V (ils ne peuvent 
fitre superieurs a X", puisque X" est sup^rieur 

 -; on aurait pu observer ausai que X" est 

tif; en tout caa il est ici inutile de comparer 
et — 3 a la demi-somme, et il y a lieu de 
irgner tout travail inutile). Les valeurs remar- 
)les de ). etant rang^es par ordre de grandeur, 
i pouvons former le tableau suivant' : 

Dans ce tableau, on aurait pu se dispenser d'indiquer les 
! dc P et S dans les intervallea 0(1 D est nigatif; mais il j 
ntoge & icrire chaque coloniic vcrlicale aans b' into rrom pre ; 
niiisi bien plus site el on se [rompe moins. 



TRINOME DU SECOND DEGRE 



235 



X 


D 


p 


s 


CONCLUSIONS 


— 00 


+ 


+ 




J?' < o xT <^o. 


— 5 


+ 


o 


— 


x' <^o .r" — o. 




+ 


— 


— 


x'<:o < x". 


— 3 


+ 


00 


00 


x' — 00 ; x" = 1- 

b 




+ 


+ 


+ 


ar' > o y > o. 


V 


o 


+ 


+ 


''-^=-W^>- 






+ 


+ 


Pas de racines. 


I 
a 


— 




o 


Pas de racines. 






+ 




Pas de racines. 


X" 


o 


+ 


— 


2(aX"4-i) .^ 


-f- 00 


+ 


-- 




a?' < o x" < 0. 
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Dans une premiere colonne, nous avons range 
par ordre de grandeur les valeurs remarquables 
de )s; dans les trois colonnes suivantes, nous avons 
indique les signes (ou les valeurs particulieres 
o et 00 ) de D, P, S pour ces valeurs remarquables 
et dans les intervalles qui les s^parent; enfin, dans 
la derniere colonne nous avons indique les conclu- 
sions auxquelles conduisent les resultats des trois 
colonnes D, P, S. 

ExBMPLE II. — Combien V equation 

a cos^ .V — 19 cos X -{- i3=:o 

fournit^elle de valeurs acceptables pour cos x? 

Pour qu'une valeur trouv6e pour cos a: soit accep- 
table, il est necessaire qu'elle soit comprise entre 

— I et I. Si nous posons : 

cos x-=.y 

il s'agit de savoir combien le trinome f{y) a de 
zeros compris entre — i et i . Or on a : 

/^(— l)=rz 5+194- l3>0 

f[i) ^tant n6gatif, alors que le coefBcient de y^ dans 
f{y^ est positif, on pent affirmer que f{y) admet 
deux racines distinctes y' et y" et que Ton a : 

y' < I < y"\ 

d'autre part/*( — i) etant positif, on en conclut que 

— I est inferieur a y\ car — i ne pent pas 6tre 
sup^rieur a y", puisque y' est plus grand que i. On 
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a done : 

— I < y' < I < y" 

et la solution : 

cos X-=.y' 

est la seule solution aceeptable pour cos a:, L'equa- 
tion proposee fournit done une solution acceptable 
pour cos a-. On a d'ailleurs : 

/ 19 — v^36i — 260 19 — y/ioi 

10 10 ' 

ExEMPLE III. — Discuter Vequation : 

(X 4- 4) sin^o: — a (X 4- 3) sin x -j- X -h i = o. 

Posons : 

/^(y) = (X-|-4y-2(X-|-3)y-|-X-l-i. 

Nous aurons : 

D = (Xh-3)' — (X-h4)(X+i) = XH-5 
(X+4)/'(-i) = (X + 4)(4X+ii) 
(X -4-4)^0 = — (>^ -+-4). 

• Les valeurs remarquables de X, rangees par ordre 
de grandeur, sont done : 

- 5, - 4, ~^, 

et Ton peut former le tableau suivant : 



"1 
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fournit aucune valeur acceptable pour sin x lorsque 
X est inferieur a — -p — et en fournit uHe seule lorsque 

A est supeneur a — y — . 



IV. VARIATIONS DU TRINOME DU SECOND DEGRE; 
REPRESENTATION GRAPHIQUE. 

1 10. — De m6me que nous avons fait suivre 
Fetude de Tequation du premier degr6 a une 
inconnue, de I'etude des variations de la fonction 
lineaire ax -f- b, il est naturel d'etudier les varia- 
tions du trinome ax^ -\- bx -\- c ; nous allons faire 
cette etude, en commengant par le cas particulier 
OU les coefficients b et c sont nuls. 

Nous allons done etudier la fonction ax-, en com- 
mengant m^me par supposer que le coefficient a 
est egal a i . 

111. Variations de t/ = x^; representation gra- 
pliique. — Nous nous proposons d'^tudier les varia- 
tions de la fonction y d6finie par I'^quation : 

(i) y = ^^ 

Supposons d'abord x negatif et tres grand; en 

valeur absolue y est alors tres grand et positif ; par 

exemple, ^\x=. — i ooo, y=^ i oooooo. Lorsque x 

croit en restant negatif, c'est-a-dire prend des 

valeurs negatives dont la valeur absolue est plus 

petite, y decroit; par exemple pour .r = — lo, 

y=ioo; pour ^ = — 2, 7y = 4; pour a: = — i, 

I I 

w = I ; pour ^ = , y = . 

^ ^ ^ 10' ^ 100 
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n voit (jue y se rapprochc de zero en mSme 
ps que x; pour x^^^o, on a y = o; ensuite, 
)ntinuant a croitre pour prendre des valeurs 
lives de plus en plus grandes, y prend aussi 
valeurs positives de plus en plus graudcs. En 
im6, on peut former le tableau suivaut : 



La fonetion y est de- 
croissante dans I'inter- 
valle ( — ao , o) et crois- 
sante dans Vintervalle 

(0,+x). 

Pour effectuer la re- 
presentation graphique 
des variations dey, tra- 
D-CBflroj A B c D "^ 50ns deux axes rectan- 
Fjg. 34. gulaires Ox, Oy(fig. 34) 

et choisissons unc unite 
ongueur OB. Nous avons construit les points 
i, C, D, A', B', C, D' dont les abscisses sunt : 



es ordonnees correspondantes doivent 6trc : 
AM^^, BNzz:i, CP = ^, DQ = 4 
A'M' = I, B'N'=i, C'P' = S D'Q' = 4. 
n r^unissant par un trail coiitinu les points Q', P', 
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N', M', O', M, N, P, Q, on obtientune courbe telle que 
nous I'avons figuree; cette courbe devrait 6tre pro- 
longee au dela des points Q et Q', mais les dimen- 
sions forcement Hmitees dc la figure ne nous per- 
mettent d'en representer qu'unc portion. 

On remarque immediatement que les ordonnees 
CP, C'P' qui correspondent a deux abscisses oppo- 
sees, OC, OC sont egales; la droite PP' est done 
parallele a Ox; cette droite PP' est done perpendi- 
culaire a Oy et de plus le point I ou elle rencontre 
Oy est le milieu de PP', puisque O est le milieu de 
CC. On pent done, 
connaissant P, obte- 
nir P' en abaissant 
de P la perpendicu- 
laire PI sur Oy et 
prolongeant cette 
perpendiculaire 
d'une longueur IP' 
= PI. On exprime _ 
ce fait en disant que 
P' est le symetrique 
de P par rapport a 

Comme ce raison- 
nement s'applique a tout point P de la branche 
OMNPQ, on dira que la branche OM'N'P'Q' est 
symetrique de OMNPQ par rapport a Oy. La courbe 
est done formee de deux branches symetriques 
Tune de Tautre par rapport a Oy : on dit alors que 
cette courbe admet Oy comme axe de symetrie. 

Nous allons etudier d*un peu plus pres I'allure de 
la courbe; soit M un point de la courbe (fig. 35); 




Fig. 35. 



BonEL. — Algebre, 2*' cycle. 
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0r, 



*< 



f^ 






"i, ». 






%'y\ 



joignons-le au point O. Quelle sera la pente de OM? 
Si Tabsclsse de M est x^ son ordonnee est x^ ; la 
pente de OM, ^gale an quotient de Tordonnee de 
M par son abscisse done est egale a x. On voit 
que cette pente est tres voisine de z^ro lorsque ^ 
est tres petit; done lorsque M se rapproche de 0, 
OM tend a se confondre avec Ox; de m^me lorsque 
X devient tres grand, la pente devient tres grande 
et la droite, telle que OR, se rapproche de plus en 
plus de Oy. Ces remarques permettent de se rendre 
eompte que Failure generate de la courbe est bien 
celle que Ton a indiquee. 

112. Variations de y= — x^ et de y = ax^. — 

Considerons maintenant la 
'^ fonction : 

y = — .r'. 

Tragons deux axes Oxy 
Oi/y choisissons une unite 
de longueur OB, et tracons 
la courbe t/ = a:^ que nous 
figurerons en pointill6 (fig* 
36). 

Soit A un point quel- 
conque de Ox; a ce point 
A correspond le point M 
dont Tordonnee AM=OA^. 
Quel est le point de la 
courbe y = x^ qui corres- 
pond a la m^me abscisse? C'est un point M' dont 
Tordonnee AM' est negative et a pour valeur abso- 
lue OA^ ; done M' est symelrique de M paf* rapport 
a Ox; a une memo valeur quelconque de x corres- 




Fig. 36. 



^^ 
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pondent dans les courbes yz=.x^ et 1/ = — a;^ des 
ordonnees opposees. On obtiendra done la seconde 
courbe en construisant la symetrique de la pre- 
miere par rapport a Ox. 

On pent faire le tableau suivant des variations de 
la fonction y = — x- 1 



X 


30 









+ " 


y 


QO 


negatif, croit 





negatif, d^croit 


— 00 



Considerons maintenant la fonction definie par 
Tequation : 



y mi ax^^ 



dans laquelle a designe une constante positive. 

II est facile de voir que la courbe qui represente 
les variations de y est tout a fait semblable de forme 
a celle que nous avons etudiee yz=zx*. On pent 
m^me aller plus loin et montrer que ces deux equa- 
tions seront representees par la mSme courbe, si 
Ton choisit convenablement les unites de longueur. 
Proposons-nous, en effet, de construire la courbe 
representee par Tequation : 

Tunite de longueur etant le centimetre ; on remar- 
quera que Ton pent ecrire cette Equation : 

loy =: (io.r)^. 

Si nous faisons jr = — nous obtenons lo^r^a; 

10 ' 

d'ou : 



1 
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... 2 

Done an point d'abscisse — de centimetre, 
c'esl-a-dire 5*", correspond une ordonnee egale a 
— de ceolimetre, c'esl-a-dire a 4"*- On verrait de 



lO 



345 
m^me qu*anx abscisses — , — , — correspondent des 
* lo 10 10 '^ 

ordonnees ec^es a — , — , ^^. En sorte que, si Ton 

^ lo 10 10 ^ 

constrnisait la conrbe correspondant a Tequation : 

• 

en prenant le millimetre com me unite de longueur, 
on obtiendrait la m^me courbe que si Ton partait 
de Tequation : 



lojr. 



et que Ton prenne le centimetre pour unite de lon- 
gueur. 

Les courbes que nous avons obtenues et qui ne 
different que par Vechelle a laquelle elles sont tra- 
cees, ont recu le nom de paraboles. 

1 1 3. Variations de trinomes a coefficients nnme- 
riqnes. — I- Soit le trinome : 

(i) y = --ax2H-3. 

Si nous construisons la parabole representee par 
I'equation : 

(2) y = — ^-^S 

nous voyons que la courbe (i) differe de la courbe 

(2) en ce que, pour cheque valeur de Xy Tordonnee J 

y est augmentee de 3. Sur la figure 87, ou Tunite 



. i 
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y 



de longueur est OA, nous avons trace en pointille 
la courbe (:i) ; c'est la courbe SRQOMNP ; la courbe 
(i) s*en deduit en augmentant de la m^me longueur 
3 les ordonnees de tous ses points; on obtient 
ainsi la courbe S'R'P'O'MWQ', les segments SS', 
RR', PP', 00', MM', NN', QQ' etant tous egaux a 3, 
paralleles et de 
m6me sens ; la 
courbe tracee en 
trait plein qui est 
la courbe deman- 
dee se deduit de 
la courbe auxiliaire 
en pointille par une 
translation paral- 
lele a Oy. 

On pent suivre 
une marche un peu 
differente ; prenons 
00'= 3, et tracons 
0'.r' parallele a Ox. 
Si nous prenons 
les axes xO'y au 
lieu des axes ^Oy, 
on voit que les ab- 
scisses des divers 




Fig. 37. 



points ne changent pas, mais que les ordonnees 
sont diminuees de 3 (il faut remarquer que Ton a 
change Taxe des abscisses; il en resulte un chan- 
gement d'origine pour les ordonnees y car I'origine 
des ordonnees est le point d'intersection de Faxe 
des abscisses avec celui des ordonnees). Pour avoir 
la courbe cherch^e, il suffit done de construire la 



1 
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courhe : 

y— - ^»J^, 

par rapport aux axes .r'O'y. 
Par exemple, si I'on a : 

0'B'=a 

il en resulte : 

0B = 2 

BN' = BB -f-B'N' = 3 — 4 = — I. 
II. — Considermis maiatenant Feqiiation : 

Nous obtiendrons une courbe qui se deduira de 
la courbe representee par Tequation : 

par une translation parallele a Ox; pour des ab- 
scisses differant de i, on obtient dans ces deux 
courbes la m^me ordonnee; on peut aussi changer 
Taxe des ordonnees en prenant pour origine le 
point O' de Ox dont Tabscisse est egale a i et pour 
axe des ordonnees la perpendiculaire Oy' a Ox, 

Sur la figure 38, on a marque en pointille la 
courbe TSROMPQ : 

I'unit^ de longueur 6tant oo' = O'A = AB ; la courbe 
cherch^e est la courbe T'S'R'O'M'FQ' qui s'en 



J 
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deduit par translation : 
TT' = SS' = RR' = 00' = MM' = PF = QQ' = i . 
En effet, pour .r = 2, par exemple, on a 




Fig. 3». 

X — I = I ; on obtient ainsi le point M'de la courbe 
cherchee, dont Tordonnee AM' = - est egale a 
I'ordonnee CM qui correspond a I'abscisse 00'= i 
de la courbe en pointille y=.-x^, 

III. — Considerons enfin le trinome : 

y = j;^ -4- 4 J? -f- 3 . 

Nous pouvons ecrire ce trinome sous la forme 
canonique : 
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et SOUS cette forme, on voit que la courbe se deduit 
de la courbe : 



y=zx 



.1 



par unc double translation, parallelement a 0.r et 

Soit en cHet (fig. 89) O' le point d'abscisse — 2 
et d'ordonnee — i et M un point de la courbe chcr- 




chee, d*abscissc x 
a, sur la figure : 

0'A'=0'G 
A'M = A'A 

La relation : 



Fig. 39. 

OA etd'ordonnee 7/ = AM. On 



GA' = 0'G + OA = ^ 
AM = GOH-AM = y 



2 
I. 



y z= (.r -h 2)2 — I, 



i; 
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doiHic done ; 



A'M = O A'% 

c'est-a-cUrc que la courbe lien du point M est bien 
definie par Tequation : 

par rapport aux axes OV, Oy. 

Lcs relations que nous avons ccrites sont d'ail- 
leurs des relations entre segments et sont vraies en 
general, comme nous I'avons vu l\ propos des chan- 
gements d'origine. 

En resume, I'etude des trinomes a coefficients 
numeriques conduit au.i' memes conrhes que Tetude 
de Tequation y^=^ajc'^\ la position de ces courbes 
par rapport aux axes est seule changee et, dans 
chaque cas particulier, I'etude attentive de la figure 
fait connaitre la position des droites OV et Oy . 
Le point O' est le sommet de la parabole; la droite 
Oy qui, nous le savons, est un axe de symetrie, est 
dite Vaxe de la pai^abole, la droite O'x s'appelle la 
tangente aii sommet (cette derniere denomination 
sera pleinement justifi6e plus loin, p. 256). 

1 1 4- Variations d^un trinome quelconque. — 
Pour etudier les variations du trinome 

( I ) 2/ = ^'^^ '-\- bx -\- c 

et leur representation graphique, le plus simple 
est d'utiliser la forme canonique generale : 

, , /by b^^fiac 

On voit des lors immediatement, par des raison- 
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nements analogues aux precedents, que si Ton 
d^slgne par O' le point dont les coordonn^es sent : 

h b^ — f^ac 

par OV, Oy les paralleles a Oj:, Oy menees par O', 
par X et y les cordonnees d'un point par rapport 
a ces axes, la courbe representative du trinome 
ne differera pas de la parabole : 

admettant O'y comme axe et O'a;' comme tangente 
au sommet. Mais nous n'insislerons pas sur cette 
methode, preferant developper ici Tetude directe 
des variations du trinome (i) en utilisant la forme 
canonique (2). 

Pour etudier les variations de y d'apres la for- 
mule (2) nous remarquerons que a: ne figure dans 

le second membre que par Texpression (x-\ j , 

expression toujours positive, sauf pour x = , 

valeur qui I'annule. Si a est positif, le produit 

) est done toujours positif ou nul; il est 

negatif ou nul lorsque a est negatif. II en resulte 
que, lorsque a est positif, y prend la plus petite 
paleur possible on, comme on dit, atteint un minimum 

absoluy lorsque a: est 6gal a ; au contraire si 

a est negatif, y atteint un maximum absolu pour 

^ = — — , c'est-a-dire prend, pour cette valeur 
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de .V, une valeur plus grande que pour toute autre 
valeur de .r. 

L'expression .r -| croit avec x; lorsqu'elle est 

positive, l.v -\ 1 varie dans le m^nie sens, c'est- 

a-dire croit avec :r; lorsque .r -| est negatif, 

sa valeur absolue decroit lorsque sa valeur relative 

/ bV 
croit ; done f .r -| j decroit lorsque .r croit, si 

r -] est neffatif. 

2.r ^ 

Enfin, suivant que a est positif ou negatif, le 
produit «(.^H ) varie dans le mime sens que 



('+0' 



ou en sens contraire. 

L'etude de-la variation du trinome a etc resumee 
dans le tableau de la page a5i. 

Quant au signe du trinome, il a ete discute 
au n° 1 06; on pourrait retrouver ici les resultats de 
cette discussion, suivant le signe du minimum ou 
du maximum; par exemple si a est positif, et si 
^ac — b^ est aussi positif, le minimum absolu e'st 
positif, y ne pent done pas devenir egal a zero ; si 
au contraire ^ac — i* est negatif, y decroit de + ^ 
jusqu'a ce minimum negatif et par suite s'annule 
dans rintervalle; de m6me y s'annule en croissant 
de ce minimum negatif jusqu*a -\-cc . 

Les principaux cas qui peuvent se presenter peu- 
vent 6tre representes sur les figures ci-contre 4o a 45 

sur lesquelles Tabscisse OA est egale a — valeur 




cc^ 



kac — b* 



Fig. 4o. 

a>0;. 4ac — 6'>0 
>.0; minimum posilif, pas 



4a 
de racines. 




M'^o^ 



iac — fc' 



Fig. 42. 

a > 4ac — &• < 
<;[ ; miaimum negatif, 2 ra- 



4a 
cines OM' et OM". 




Fig. 44. 

a < ; 4rtc — i» = 

maximum nul, racine double. 




JO 



Fig. 4i. 
a>0 4flf— i» = 
minimum nul, raciae double. 



^ 


A 





JC^ 


/ 


r\ 



im 



Ik a 
dc racines 



Fig. 43. 

a < 4ac — i» > 
- <^ ; maximum ndgatif, pas 




a> 



kac — l^ 



Fig. 45. 

a < ; 4af — i* < 
>. ; maximum posili'", 2 ra- 



cines OM' et OM". 
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de x qui fournit le minimum et rordonnee AS a 

7 , valeur de tj pour ,i'=: ; b est le 

sommet de la parabole. 

Rbmarqub I. — La valeur de (.r -| ) ne depend 

que de la valeur absolue de ^ -| ; si Ton pose 

successivement : 



b 
%a 



cette expression rcprend la m^me valeur, et par 

suite y reprend aussi la m6me valeur; on a done la 

m^me ordonnee pour les valeurs suivantes de I'ab- 

scisse : 

b 

jcz=i --h/ 

_b__ 

c'est-h-dire pour des valeurs situees de part et 

d'autre du point Ala: = — ^^ j, de telle maniere que 

ce point A soit leur milieu. On retrouve ainsi la 
symetrie dejh d^montr^e par rapport a la parallele 
a O^ passant par le sommet. 

Remarque II. — Les zeros du trinome sont pre- 
cisement les abscisses des points d*intersection de 
la parabole avec Ox. Lorsque la parabole est tan- 
gente a Cr, il y a un zero double : les deux points 
d'intersection se sont confondus. 

1 1 5. Cas de la courbe^ = ?/'. Identite avec la 



J 
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definition g6onietrique de la parabole. — 11 est 
clair que Ton pourrait, au lieu d'ecrire : 



ecrire : 



y 



X 



a.v 



ay' 



bx 



by 



c. 



c'est-a-dire echanger les lettres .r et ?// c'est une 
simple difference de notation. Nous nous bornerons 
au cas de la courbe : 



(0 



x = y' 



qui 



i est analogue a la courbe : 



y = x' 



sauf que maintenant c'est 0.r qui est Taxe de 
symetrie et O^ la tangente au somniet. Soit (fig. 46) 




Fig. /i6. 

OA Tunite de longueur, M un point de la courbe (i), 
PM son ordonnee et OP son abscisse. L'unite de 
longueur etant OA, on a ; 



X 



OP 
OA 



___PM 

^~0A' 
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et par suite la relation (i) doniie : 



c'est-a-dirc : 



OA. 0P = PM2. 

Or, on salt que cette relation est una conse- 
quence dc la definition geometrique de la parabolc 
(lien des points dont la distance a un point fixe dit 
foyer est egale a leur distance a une droite fixe 
dite directrice) si Ton designe par OA le double du 
parametre, c'est-a-dirc le double de la distance du 
loyer a la directrice. II y a done identite entre les 
courbes que nous avons appelees paraboles et les 
courbes auxquelles on donne ce nom en geometrie; 
les denominations A'axe, sommety tangente an 
sommet sont ainsi pleinement justifiees. 
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127. — Resoudre les equations : 

3x2 — ^x — 5 ^ o 

2X2 5j» g =:: o 

3x2 X ^2 = 

x2 — 5x -f- J = O 

3x2 — 8x + 7 — o 

128. — Resoudre les equations : 

X — 3 ' X 2 

I I I __ 
X — 3'x — 4 

2X-j- 3 2X-j- 4 



X -{- k 5x — 3 



3x 2 2X — 4 , 

X X 4- I ' 
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129. — Former une equation du second degre admettant 
pour racines 5 et — 7. 

130. — Former une Equation du second degr^ admettant 
pour racines 1000 et 0,001. 

131. — Former une Equation du second degr^ admettant 
pour racines \/3 et y/4. 

132. — Quels sont les signes des racines de Tequation : 

(a + 3)aj2 _|- (aa -f. 3)0? + o + 5 = 0, 

lorsque a prend toutes les valeurs possibles ? *' 

On commencera par rechercher pour quelles valeurs de a 
ces racines existent. 

133. — Meme question pour I'^quation : 

(a -f- 5)a?2 -|- (aa — B)x -{-a — 10 = 0. 

134. — Meme question pour I'^quation : 

{a — 2)a?2 -|- 2(a — 2)0? + 3a + 4 = o. 

136. — Discuter Tezistence et les signes des racines de 
I'equation : 

{2a -\- 3)x^ -\- (a -\- i)x -{- li = o, 

lorsque a varie de — 00 a -f- <» • 

136. — Resoudre et discuter I'equation : 

x^2 cos a -j- 3) -}" aar(co8 a — i) + 3 cos a = o, 

dans laquelie a designe un angle donn^. 

137. — Discuter I'equation : 

(a — 5) cos2 it' -|- (2a -|- 3) cos a? -j- 3a = o, 

dans laquelie a est une constante donn^e, positive ou nega- 
tive, et X un Single inconnu. 

138. — Resoudre Tinegalit^ : 

3 cos2 X — 12 cos X -\- b"^ o, 

en supposant J'angle x compris entre 0° et 36oo (ou entre 
oS et 400S dans la division cent^simale du quadrant). 

139. — Resoudre, dans la mdme hypothese, I'in^galit^ : 

5 sin2 a: -f- 3 sin x — i <^ o. 
BoREL. — Algfebre, 2« cycle. I^ 



Rdsoodre et diacuter I'iu^galite : 
Construire U parabolc ; 



tpour unil^ dc longueur le centit 
CoDStruire la m^me courbe en p 

ur : I" le d^cim^tre; i° le millim 
CoDsiruire U parabole : 

y = 4o ooo I* 

t pour uoit^ de longueur : i° le □ 

CoDBtruire la parabole : 



I pour uuit^ de longueur le dUi^me de millimetre. 
' Construire la parabole : 



It pour uiiil£ de longueur le ceDlimetre. Meeurer 
laes de leurs points commuus et verifier qa'elles 
:b anx racines de I'equaliou ; 



at2 = 3* + 4. 

- Meme questioD pour la parabole 



adra pour unit^ le millimetre 
- Construire la parabole : 
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en prenant pour unit^ le centimetre; mesurer les abscisses 
des points d 'intersection de cette courbe avec Ox, 

148. — Etadier les variations du trinome : 

3 5 I 

Courbe representative, en prenant le centimetre pour 
unite. -\ 

149. — Construire la courbe : ; 

X = ay2 — 5y -f- , , 

en prenant pour unite le centimetre. 

150. — Construire les courbes suivantes : 

a? = 5o oooy2 -J- 3ooy — 3 
y = o,oooia;2 -f- o,oia? — i^ 

en prenant pour chacune d'elles une unit^ de longueur 
commode^ que T^ldve devra choisir. 
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PROBLEMES DU SECOND DEGRE 



ii6. Definition. — On appelle problemes du 
second degre les problemes dont la resolution pent se 
ramener a la resolution d'equations du second degr6 
a une inconnue et d'equations du premier degre a 
une ou plusieurs inconnues. Nous ne considererons 
ici que les problemes pour lesquels il suffira de 
resoudre une seule equation du second degre a une 
inconnue et, le plus souvent m^me, il n'y aura pas 
de systeme auxiliaire du premier degr^. 

A propos de cette definition, on pourrait rep^ter 
les remarques que nous avons faites sur la definition 
des problemes du premier degre. 

117. Mise en equation. Discussion. — Au sujet 
de la mise en equation, nous n'avons rien a ajouter 
a ce que nous avons dit pour les problemes du pre- 
mier degre ; mais quelques remarques nouvelles 
doivent 6tre faites pour la discussion. 

Trois circonstances, en effet, se presentent pour 
le second degre qui ne se presentaient jamais pour 
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le premier : i° il pent ne pas y avoir de racines; 
2** il y a frequemment deujo racines; Tune peut con- 
venir au probleme et non pas I'autre; il peut arri- 
ver que ces deux racines donnent deux solutions 
differentes du probleme et il peut arriver aussi que 
ces racines, quoique differentes, conduisent a la 
m6me solution du probleme (voir, plus loin, Pro- 
blemes); 3° enfin, il peut y avoir une racine double; 
nous verrons (Probleme IV) quelle grande impor- 
tance peut avoir cette circonstance dans la discus- 
sion. 

Dans la discussion des problemes du premier 
degr6, il pouvait arriver que la solution disparaisse 
en devenant infinie; c'est ce qui se produit lorsque, 
dans Tequation 

ax -{- b z=: o^ 

le coefficient a devient nul. De m^me, si dans T^qua- 
tion du second degr6 

ax^ -+- 6a; -4- c = o, 

le coefficient a devient nul sans que b le soit, I'^qua- 
tion s'abaisse au premier degr6 et n'admet plus que 

la racine — r-; la racine qui a disparu est devenue 

infinie. De m^me si les deux coefficients a et 6 sont 
nuls, sans que c le soit, Tequation n'est v6rifiee 
pour aucune valeur finie de x; elle a deux racines 
infinies (ou une racine double infinie, comme Ton 
veut). Enfin si a, J, c sont nuls tous les trois, I'equa- 
tion est verifi6e, quel que soit x; elle est ind6ter- 
min6e. 

1 1 8. Ezemples simples de problemes du second 
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degre. — Phoblkmb I. — Un rectangle a des cotes 
ci^aux respectis^ement a f^ et a 7°". De combien 
ilolt'On augmenter I'un des cotes pour que, en dimi^ 
nuant en mime temps V autre cSte de la mSme lon- 
gueur y la surface dei^ienne 24 metres carresP 

Si Ton designe par x la longueur cherchee, 
exprim^e en metres, les cotes deviendront respecti- 
vcment 4 + -^^ et y — x; si a: est positif, on aura 
augments le cote egal primitivement a 4 et diminue 
I'autre; si a: est negatif, ce sera le contraire, mais 
en tout cas les conditions de Tenoned sont satis- 
faites. La surface d'un rectangle exprimee en metres 
Carres est ^gale au produit des cdt6s exp rimes en 
metres; on doit done avoir : 

(4-hJ^)(7 — ^) = a4, 
c'est-a-dire : 

a:* — 3x — 4 = <>, 
d'oii Ton tire : 



3 . . /9 , 3 , /aS 3,5 
a — V4 2-^V4 1 — a 



On a les deux racines : 






r/ -^ 



La premiere donne pour cotes 4 + 4 ct 7 — 4> 
c'cst-a-dire 8 et 3 ; la seconde donne 4 — i ®t 7 -|- i , 
c'est-a-dire 3 et 8. On a done deux solutions du 
probleme propose, mais ces solutions conduisent a 
deux rectangles egaux, dont les cotes sont simple- 
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ment permutes. Cela tient a ce que le probleme 
propose revient a ceci : puisque Ton diminue Tun 
des cotes et qu'on augmente Tautre de la m^me 
longueur, leur somme reste constante et ^gale a 
1 1 ; il s'agit done de trouver un rectangle connais- 
sant la surface et la moitie du p^rimetre; nous 
allons r6soudre ce probleme et voir qu'il y a un 
seul rectangle repondant a la question. 

Probleme II. — Quels sont les cotes (Tun rec- 
tangle dont la surface est 30 metres carres et le peri- 
metre 22 metres P 

D6signons par .r' et x'* ces c6t6s, exprimes en 
metres ; le perimetre est 2^;' -|- 2.r" et la surface 
j;V; on a done : 

II s'agit done de trouver deux nombres x' et x" 
connaissant leur somme et leur produit. Pour cela, 
nous remarquerons que nous connaissons les coef- 
ficients de Tequation du second degre qui ddmet 
pour racines x' et x" ^ cette Equation est : 

x^ — (.r' -+- x") X -h x'x" = o, 

c'est-a-dire : 

x^ — 1 1^ + 3o = o. 

Nous pouvons la r6soudre ; ce qui donne : 



X 



1 V 4 2 2' 



les deux racines sont Set 6; on pent done prendre, 



26% ALG&BRB 

Oil bien : 

ou bien : 

x' = 6 

a:'' = 5. 

On a deux solutions, mais a ces deux solutions 
correspondent deux rectangles egaux; leurs cotes 
seuls sont intervertis. 

Problemb III. — Trousfer deux nomhres dont la 
difference soil 3 et le pi^oduit 40. 

Nous allons ramener le probleme au precedent ; 
dans ce but, nous remarquerons que la difference 
de deux nonibres est egale a la somme du premier 
et d'un nombre oppose au second; nous sommes 
ainsi conduits a designer le premier nombre par x' 
et le second par — x" ; leur difference est alors 
X -{- x" et leur produit est — x^x"; on a ainsi les 
deux equations : 

x' -h x'' = 3 
XX = — 4o. 



Done x^ et x" sont les racines de Tequation : 

j7* — Sx — 4o = o, 
d'oii Ton tire : 



2 — V4 2 V4 a 



i3 

2 



Les deux racines sont 8 et — 5; on pent prendre : 

x'= 8 
x'^ ■= — 5, 
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done les deux nombres ^' et — x" sont 8 et 5. On 
pent prendre aussi : 



-"— ' 8. 



done les deux nombres j:' et — a;" sont — 5 et — 8. 
On a ainsi deux solutions a la question posee. 

Problem B IV. — Consti'iiire iin rectangle, sachant 
que lo. somme de sa base et de sa hauteur est 2m et 
que sa surface est equwalente a celle d'un carre de 
cote d. Les longueurs m et d sont supposees mesurees 
a^ec la mSme unite. 

Designons par x' et x" les cotes du rectangle, 
mesures avec Tunite choisie ; on aura : 

X -\- X z==. im 
x'x'' = d\ 

de sorte que x et .r" sont les racines de Tequation : 

x^ — 2WX -4- rf^ zz: o, 
d*ou Ton tire : 



Discussion. — Pour que la formule soit accep' 
table, il est necessaire que Tori ait m^ — rf^^o, 
c'est-a-dire m^^rf*. Comme les nombres m et d sont 
positifs, cette condition equivaut a m^rf, car le carre 
d'un nombre positif est d'autant plus grand que ce 
nombre lui-m6me est plus grand. Le probleme pro- 
pose n'est done possible que si la somme im de la 
base et de la hauteur du rectangle cherche est supe- 
rieure a la somme 9.d de deux cotes du carre; en 
d'autres termes, si le perimetre ^m du rectangle 
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cherche est superieur au perimetre ^d du carre donne. 

Nous pouvons exprimer celte condition sous la 
forme suivante \ pour qnil soil possible de construire 
un rectangle de perimetre donne equivalent a un 
carre donne y il faut et il suffit que le perimetre donne 
soit superieur au perimhtre du carre, 

Dans le cas ou le perimetre donne pour le rec- 
tangle est egal au perimetre du carre, on trouve 
y =:i" = rf, c'est-a-dire qu'une solution est fournie 
par le carre lui-m^me, ce que Ton pouvait prevoir, 
et que c'est la seule, L'equation du second degre a 
une racine double; on pent dire qu'a cette racine 
correspond une solution double; en eflFet, lorsque m 
est superieur a d, nous pouvons dire qu'il y a deux 
rectangles repondant a la question ; Tun de base or' et 
de hauteur a:", Tautre de base a?" et de hauteur :p' (ces 
deux rectangles sont d'ailleurs egaux); lorsque ^' 
devient egal a x"y chacun de ces rectangles devient 
un carre, qui apparait ainsi comme solution double. 

Cette solution double a une propriete tres impor- 
tante, qui appartient tres frequemment aux solu- 
tions doubles : elle fait connaitre le rectangle dont 
le perimetre est le plus petit parmi tous les rec- 
tangles de m^me surface. II resulte en effet de la 
discussion pr6cedente que, la surface d^ etant 
donnee, le perimetre ^m ne pent pas 6tre inf^rieur 
a ^d; car si m <Cd, il n'y a pas de solution au pro- 
bleme pose; la plus petite valeur de km est done 
^d; c'est le perimetre du carre. 

On pent se placer a un autre point de vue, en 
regardant m comme fixe et d comme variable ; alors 
d doit 6tre inferieur ou au plus egal a /w/ s a plus 
grande s^aleur est m; parmi tous les rectangles de 
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m^me perimetre ^m, celui dont la surface est la 
plus grande est le carre de cote m, 

Ainsi, si Ton dispose d'une cloture en fil de fer 
d'une certaine longueur et que Ton veuille s'en 
servir pour borner un terrain rectangulaire aussi 
grand que possible^ on devra donner a ce terrain 
la forme d'un carre. 

119. Cas ou les proprietes da trinome inter- 
viennent dans la discussion. Probleme V. — Un 
triangle et un carre ont leurs bases sur une rneme 
droite D ; mener a cette droite une parallele D' de 
maniere que la somme des surfaces des parties du 
triangle et du carre non situees entre D et D' soit 
equivalente a la surface du triangle, 

Soit ABC le triangle et MNPQ le carre donne 









/ 


A 




u 


1 


N 


./ 


\c' 












P' 




'■ / 


H' ? \ 


(D-) 
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» 


9 


B 1 


rt c 


(D) 



Fig. 47. 

(fig. 47), AH la hauteur du triangle, F, Q', B', C, H' 
les points d'intersection de D' avec MP, NQ, AB, 
AC, AH. Nous pouvons regarder comme donnees * 
les quantites suivantes : 

BG = a; AH = //; PQ = MP = ^. 



I. II est clair que si Ton donnait d'autres elements du ti'iang-le, 
il y aurait lieu, au pi'6alable, de determiner a et y au moyen de 
ses donnees. 



►1 
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Prenons pour inconnue x la distance des deux 
paralleles D et D' : 

PP' = QQ' = HH'=.r. 

La surface du triangle ABC est-aA/le rapport 

des surfaces des triangles semblables AB'C et ABC 
est 6gal au rapport des carres de leurs hauteurs, 

c'est-a-dire a ^ — JT~^ > quant a la surface du rectangle 

MNP'Q' elle est evidemment b[b — x) ; Tequatlon du 
probleme est done : 

ia/,(Azif)!+fc{^__^) = i«^, 
a /r ^ ' 2 

ou, en chassant les d^nominateurs (il suffit de mul- 
tiplier par 2A) : 

a[h — xY -4- 'ihb{b — j:) = ah^ 
(i) ax* — tih [a-\-b)x-\-^hb* =zo. 

Telle est Tequation du probleme. 

Pour que cette equation admette des racines il 
faut que son discriminant soit positif; ecrivons 
cette condition : 

D = /i\a -h by — aa//^2 ^ ^ 

Ordonnons D par rapport a b;il vient : 

D = b\h^ — lah) -4- ^li^ab -f- aV/* > o. 

Comme h est positif, nous pouvons diviser par A, 
ce qui donne : 

b\h — aa) -h o.ahb -f- aVi > o. 
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Pour resoudre cette inegalite du second degr6 
en by il est utile de calculer le discriminant D' de 
son premier membre; on a : 

Ce discriminant est positif, puisque a el h sont 
positifs ; done I'equation : 

D = o 
admet deux racines distinctes 6' et b"; si Ton a : 

h — aa < o, 

ces racines sont toutes deux negatives ; done il 
suffit que b soit positif, ce que nous supposons, 
pour que le trinome en b soit du signe de son pre- 
mier terme, c'est-a-dire soit positif. Si Ton a : 

h — 2a > o, 

Tune des racines 6' est negative et Tautre b" est 
positive; d'ailleurs, dans ce cas, D, pour ^tre positif, 
doit ^tre de signe contraire a son premier terme, 
et Ton doit avoir : 

b' <b< b" 

ou, puisque b est positif : 

o <b <b' . 

En resume, si Ton a : 

// > aa, 
r^quation (i) a des racines, quel que soit b; si Ton a : 

h < aa, 
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uation (i) n'a de racines que si Ton a : 

it-a-dire : 

, , a/i -i- a \'-iah 

'"- „-h  

iEMAHQUE. — L'on auraitpu, au lieu de resoudre 
rapport a b, I'megalit^ D>o, la resoudre par 

port a h, ce qui pouvait paraitre plus simple, 
apr^s division par k'^o, elle est du premier 

r6 en h et donne : 



A> 



%ab* 



s, si l'on voulait.etudier le probleme par rap- 
id b, il faudrait 6ludier cette fraction dont les 
X termes sont du second degr6 en b, ce que 
s n'avons pas appris a fairc. 
)iscussioN. — Nous avons ^tabli les conditions 
cistence des racines pour I'equation (i); il faut 
Rtenant rechercher si les racines, quand elles 
itent, aatisfont bien au probleme geom^trique 
e. En mettant le probleme en Equation, nous 
as implicitement suppose (fig. 4?) 1^^ ^ 6tait 
itif, inferieur a 6 et inf^rieura A,'nous laisseroos 
;dt^, pour ue pas allongerind^Bniment, la ques- 
I d'etudier a quels problemes, tres voisins du 
blfeme pose, conviennent les valeurs de x non 
iprises entre ces limites ; nous allons simplement 
lerchercombien Tequalion (i) a de racines supe- 
ires a o et infdrieures a la foie a h a\.& h. Dans 
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ce but designons par f[x) le premier membre de (i); 
on a : 

f[o) = ihb^ 

f[b) = ab^ — ih[a -4- b)b H- 'ihb^=ab{b — a//) 

f{h) = ah^ — ifi{a H- b^i -h 2//*^ = /i{^b* — ib/i — ah), 

Supposons d'abord b < h; il faut alors que ^soit 
compris entre o et J; or f{o) est positif et f(b) 
negatif; il y a done une racine et une seule qui 
convient, 

Soit maintenant b^h; il faut alors que a: soit 
compris entre o et A ; ou on a : 

f(h) = hF{b), 

en posant : 

F(^>)=2** — 2*// — a//, 

pour que f{h) soit > o il faut et il suffit que F{b) 
soit positif; or on a : 

F(//) = — a/i < o. 

Done F{b) admet une racine b" superieure a h; 
on a : 

y/ _ A -h y/h* >4- 2a/< 
2 

Si Ton a : 

h<b< b\ 

la valeur de f[h) est negative ; done il y a une racine 
.r et une seule comprise entre o et A, et qui con- 
vient. Supposons enfin : 

b > b\ 
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c'est-a-dire : 

> ^- 

Dans ce cas, f{p) et /{A) sont tous deux positifs, 

de sorte que nous ne sommes pas assures qu'il y a 

des racines; nous devrons done supposer que les 

conditions pr^cedemment trouvees pour que D 

soit positif sont remplies. Lorqu'elles le sont, nous 

pouvons affirmer que les racines sont toutes deux 

inferieures a o, ou toutes deux comprises entre o 

et A, ou toutes deux superieures a h. On distin- 

guera ces trois cas en comparant o et A a la demi- 

hia -\~ b) , , . ./. 

somme qui est — ^^ — ' — ^ ; or, a et u etant positiis 

ainsi que A, cette demi-somme est visiblement supe- 
rieure a A, de sorte qu'il n'y a pas de racines qui 
eonviennent. 

En resume, pour que le probleme geometrique 
pose admette une solution, il faut et il suffit que 
Ton ait : 



b< 



1 



et cette solution est d'ailleurs unique. 

On pent verifier ce resultat par un raisonnement 
geometrique simple; Fenonce exprime (fig. 48) que 
les aires MNP'Q' et BCC'B' sont equivalentes; or, 
lorsque x croit a partir de zero, la premiere de ces 
aires decroit a partir de P et la seconde croit a 
partir de zero; ces deux aires ne peuvent done 
devenir egales que pour une position au plus de D'; 
il existera toujours une telle position, a moins que 
lorsque la droite D' passe par le sommet A da 
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triangle (ce qui est la position extreme qu'elle pent 
occuper), I'aire MNQ'P' ne soit encore superieure a 
BC B'C (qui se reduit a ABC pour cette position 



M 



N 



P' 



9' 




Q 

Fig. as. 



B 



C (D) 



particuliere de D'). Or cette condition s'exprime par 
Pegalite : 

qui, resolue par rapport a 6, donne, en tenant 
compte du fait que a et h sont positifs : 



b> 



Lorsque Ton a : 



A-f- 


y//r- 


-f- 


lah 




'J 






//-f- 


vV<« 


-h 


'lah 



0= — ^ — . 



la solution est fournie par la droitc (D') qui passe 
par le point A (on a x = h). 

I20. Exemple de discuBBion d*un probl^me 
trigonom^tirique . Probl^me VI. — Soit ABC un 
triangle rectangle et D la projection du sommet A 
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TABLEAU DES VARIATIONS DE LA FONCTION 

HOMOGRAPHIQUE 

ax -4- b 

on suppose essentiellement 

a':^o ab' ba' ^ o 

* r , h' 
et 1 on pose x' ■=. , 


X- 


— 00 , croit , x' , croit , -\- <x> 


ab' — ba'^Q 

y 


a a 
—, , croit , 00 , croit , — , 
a' ' 'a' 


ab' — ia' < o 

y 


—, , d6croit , oo , d^crott , -j 



Pour la valeur a:\ y est infini; dans le cas ou 
ab' — ba est positif, y est croissant ; done lorsque .r 
prend des valeurs Inferieures a a/y y devient infini 
par valeurs positives ; de plus, y etant encore 
croissant lorsque x d^passe jr', il est necessaire 
que y ait alors des valeurs negatives tres grandes 
en valeur absolue, pour s'eloigner de Tinfini en 
croissant. On exprime ce fait en disant que y passe 
de -f- 00 a — oo lorsque x tras>erse en croissant la 
s>aleur x, Au contraire si ab' — ba est negatif, 
y passe de — x a + oo lorsque x traverse en crois- 
sant la valeur x . Ceci sera rendu plus clair par la 
representation g6ometrique. 
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127. Representation g6oni6triqae. — II est en 
eflfet tres aise de representer geometriquement la 
variation de y, en distlnguant deux cas suivant que 
ah' — ha! est positif ou negatif (fig. 62 et 53). Figu- 




rons sur Ox le point A dont Tabscisse en x\ sur 0^ le 

point B dont I'ordonn^e est — , (on aura de petites 

differences de figure suivant que ces quantites 
seront positives ou negatives; nous ne pouvons 
representer ici tous les cas ; Televe les trouvera 
aux Exercices) ; menons P'AP parallele a Oy et 
M'BM parallele a Ox\ ces droites se coiipent en un 



. Lorsque j: est trhs grand en valeur absolue 
tif, la valeur de y est trfes voisJae de —,; la 
s'approche done laddfiniment de la droite 



n 


Pi I 







^^^ 


1p' 



le est asymptote a cette droite; d'ailleurs, 
le signe de ah' — ba' nous savons que y 
1 d^croit constamment; de la rdsulte que si 
i' est positif, la courbe est au-dessus de 
tote; c'est le coiitraire si ab' — ha' est 
Lorsque X croit, depuis — qo jusqu'a x, 
lue a varier toujours dans le m6me sens; 
=:z3/,y devient infini, c'est-a-dire s'approche 
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Indefiniment de Tasymptote P'AP. On discute de 
la m^me maniere pour les valeiirs de x comprises 
entre ^' et + QO . 

128. — Nous allons appliquer les resultals prece- 
dents a des exemples numeriques. Dans ces appli- 
cations, il est utile, pour eviter des erreurs, de 
determiner le signe de y pour chaque valeur de x^ 
en determinant les signes du numerateur et du deno- 
minateur. Cela n'est pas indispensable, les conside- 
rations qui precedent etant suffisantes et ay ant poUr 
consequence cette determination; mais, en arrivant 
' au m^me r^sultat par plusieurs voies, on se premunit 
contre la possibility, d'erreurs de calculs ou de rai- 
sonnements. 

I. Soit a etudier la fonction : 

*ix — 3 
^ 4x — I 

Le numerateur s'annule pour ^=: -; il est positif 

3 3 

pour ^>>-- et negatif pour x<^--^ quant au deno- 

minateur, il s'annule pour x = j-^ il est positif pour 

I • I 

^ > -^ et negatif pour x <^j. Pour :r = oo , la valeur 

2 I 
de 2/ est-r= -; enfinat' — ba= — 2-f- 12 == 12 > o. 

On pent ainsi former le tableau suivant : 
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X 


00 


crolt 


I 


croit 


3 

3 


croit 


+ 00 


2X 3 


— oo 


— 


— 




O 


+ 


+ 00 


kx I 


00 







+ 


+ 


+ 


+ «, 


y 


X 

3 


+ 

CPOlt 


±00 


croit 





+ 

croit 


1 



Ce tableau contient visiblement des indications 
surabondantes, ce qui constitue une verification; 

par exemple, y partant de la valeur - et allant en 

croissant, doit necessairement ^tre positif, comme 
le tableau rindique, etc. La repr6sentation graphique 




Fig. 5/i. 



iest aisee d'apres ce tableau; nous n'y insistons 
pas (fig. 54). On a pris OA comme unite de longueur. 
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y 



— 2,r -4- I 



X 



ici le numerateur change de signe pour ^==-, le 

^5 




Fig. 55. 

denominateur pour .r = — 2; ah' — ha! ==1 
= — 5 est negatif, etiy estegala — 2 pour ^: 
on a le tableau suivant : 



■4-1 

=fcoo ; 



r 


— 00 


croit 


— 2 


croit 


I 
2 


croit 


+«. 


— %x -\- \ 


+ 00 


+ 


+ 


— 







— 00 


x-\- 1 


00 


— 





+ 


+ 


+ 


-j- 00 


y 


2 


decroit 


— 00 


+ 

decroit 





decroit 


— 2 



} 
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et la representation graphique s'en deduit aisement 
(fig. 55). On a pris OA comme unite de longueur. 

129. Emploi du changement d*origine. — On 
pent arriver a la construction de la courbe : 

par une methode plus simple, basee sur un chan- 
gement d'origine analogue a celui que nous avons 
utilise pour la parabole. 
On remarque que Ton a : 

a ax-^ b a ba' — ab' 



a'~a'x-Jt-b' a'~a\a'x-hb'y 
On a d'ailleurs : 

a'x-hb' = a'(x + ^\=a'{x — a'), 
en posant : 



w ^'=-^. 



si Ton pose, de plus : 
(3) 






Tequation precedente devient : 

, ba^ — ab' 

y y —a'\x — x'y 

c'est-a-dire : 



(5) y—i/ = 



C 



x-^x" 



lOf 
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cn posant : 

, . ba' — ab' ah' — ba' 

La relation (i) se ramene done a la forme (5), si 
Ton definit les qiiantites ^'', y\ c en fonction de 
a, b, Uy h' par les relations (2), (3) et (4). Ceci 
suppose simplement a'^o; de plus si ab' — ba 
n'est pas nul, c n'est pas nul. 

Or, si Ton prend pour origine O' le point de 
coordonnees jo = x\ y^=^y\ et que Ton mene par 
O' des axes O'X, O'Y paralleles a 0:r, Oy, il est 
visible que Ton a : 

X = .r — x^ 

en designant par X, Y les coordonnees /?<2/' rapport 
aux axes O'X, O'Y du point dont les coordonnees 
sont Xy y par rapport aux axes Oxy Oy, II en r6sulte 
que Tequation (5) pent s'ecrire : 

c'est-a-dire rentre dans le cas particulier que nous 
avons etudie en premier lieu. L'equation proposee 
represente done une hyperbole ayant pour centre 
le point O' et pour asymptotes les droites O'X, O'Y. 
Application. — Appliquons ceci a I'equation : 

^ 2X — i' 

il vient : 

1 

IX — 21 — 3 J 



y — r 



2 2X 1 2 



{'-•^ 



1 
I 



laissons a I'eleve le soin de faire la figure, 
rait tkirt la discussion par cette m^thode; 
>D (4) montre ^ue, a'' etant positif, c est de 
pose a al>' — 6a'. 

3aB Bingulier. — Nous atlMis, pour ter- 
lire quelques mots du cas singttUer que 
ins laisse de c6t6, c'esl-a-dire du c*s ou 

ab' — ha' = o. 
sons que I'on ait : 

vons toujours poser : 

re designer par m le quotient— *; la rela- 
evient alors : 

re, puisque a' n'est pas nul : 

one identiquement : 

.r -i- t = ma'x + mb' z= m{a'3: -|- i'), 
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et Texpression de y devient : 

m[a'x -4- y) 

y— a'x^b' ' 

Si Ton donne a x une valeur telle que a'.r -{- b ne 
soit pas nul, on a : 

y = m. 

Si, au contraire, on suppose ax -{- b' = Oy y est 
visiblement indetermine. 

On arrive aux m^mes conclusions en conside- 
rant Tequation resolue en x : 

ay — a 

On peut poser : 

b' = ^ ha', 

et la relation (6) donne alors : 

^ = — ha. 

On en conclut : 

__ h{ay — a) 



X 



a'y — a ' 



c'est-a-dirc que x est egal a A si y est different de 

—,z=m et indetermine si y=—,z=:m. 
a "^ a 

En resume, lorsque la relation homographique 
est singuliere, y prend toujours la m^me valeur tw, 
sauf pour x=.h, valeur pour laquelle y est inde- 
termine; inversement, si Ton donne y, x est egal 
a hy sauf pour y=:zmy valeur pour laquelle x est 
ind^termin^. 



Oa pourrait deduire les r^sultats precedents de 
la relation (5) qui, si on y remplace x' par h et if' 
par m, devieat, en chassant les denominateurs : 

(^-/,)(j,-m)=.. 

Or si Ton a ah' — ba ^=q, il en resulte c:^o et 
la relation pr6c6dente devient : 



Telle est la forme que prend la relation homogra- 
phique singuliere. 

Cette relation est verifiee : 

toil pour x-=.h quel que aoit y 
soil pour y=^m quel que soit x. 

G^ometriquement uoe telle relation est repre- 
sentee par I'ensemble des deux droites : 



L'hyperbole se reduit u scs asymptotes (voir 
Exercice 170). 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIII 
161. — Construire l'hyperbole ; 



m prenant pour udIU de longueur le cealim^ire 
168. — Construire l'hyperbole : 
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en prenant pour unite de longueur le dixieme de millimetre. 

163. — Construire I'hyperbole : 

0,00a 
V = — — 

X 

en prenant pour unite de longueur le metre. 

164. — Construire I'hyperbole : 

— A,5 
et la droite : 

en prenant pour unite le centimetre ; mesurer les abscisses 
de leurs points communs et y^rifier qu'elles sont egales aux 
racines de Tequation : 

— 4,5 , 

:= — a- 4- 2. 

X ' 

165. — M^me question pour I'hyperbole : 

3oo 

etla droite : 

y = x-^25 

en prenant le millimetre pour unite. 

166. — Resoudre les deux questions prec^dentes en se 
servant de papier quadrille. 

167. — Etudier les variations de la fonction : 

et les representer graphiquement en prenant pour unite le 
centimetre. 

168. — Etudier les variations de la fonction : 

— 200 

^ X — 10' 

et les representer graphiquement ; on prendra pour unite le 
millimetre. 
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e pour uniU. 
CoDitruire I'hyperbole : 



pour uniU; ou doDoera 



X = — lo 



^scntera toutcE Ips courbes snr la inline figure 
HDt les mCmes axes Ox, Oj*). 
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NOTIONS SUR LES DERIVEES 



I. THEORIE ELEMENTAIRE 

i3i. Definition. — Soit y une fonction d'une 
variable x; pour fixer les idees, consid^rons, par 
exemple, la fonction suivante : 

(i) yz=.ix^ — 5a; -h 4. 

Designons par x -j- A.r une nouvelle valeur de la 
variable et par 2/ -|- Ay la valeur correspondante de 
la fonction;' c'est-a-dire posons : 

(2) y -f- Ay = 2(^ -f- A^)^ — ^[x-\- Lx)-\- l^. 

La relation (2) se deduit de la relation (i) en y 
donnant a x Y accroissement ^x et en designant par 
Ay V accroissement correspondsini de y. 

Si nous retranchons membre a membre les rela- 
tions (i) et (2) nous obtenons : 

Ay = 4-^A.rH- (A^*)* — 5A^, 
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et, en divisaiit par i.f ; 

Nou3 avoDs ainsi exprim^ au moyen de x et de 
A.c le rapport des accroissements correspondants de 
y et de -c. Si Ton suppose que ces accroissements 
tendent vers zero, c'est-a-dire deviennent de pliu 
en plus petits, x restant fixe, le second membre 
pour ^x^Q se rcduit a 4r — 5, de sorte que -~ 
dtff^re d'autant moms de ^x — 5 que A^ est plus 
voisin de zero.Cette expression ^- — 5 est ce que 
Ton appeUe la dcrivee de la foDCtion y consideree ; 

on la d^signe par la notation -P- (que Ton ^nonce 

dy sur dx') on par la notation y' (que Ton enonce 
y prime). Ainsi, par definition, la relation (a) entraine 
les suivantes : 



= 4^ 



qui s'en d^duisent en remplacant dans le premier 
membre -^ par -^ou y' et dans le second membre 
^x par z^ro. 



1. Dans !a notation --Jf , les il6ves doivent regarder lea quatre 
Icltres et le trail horiionUl conatitusnt cetlo notation comme 
forntanl ua toal iaaeparabte ; ccui d'entre eui qui apprcndront . 
plus tard le calcnl differentiel verront qu'i! peut y avoir utility 
dons certains cas ii regarder cette expression comme le quotient 
de dy par dx; mais ceci n'a de sens que lorsqu'on a difini dy et 
dx. ce qui ne pent *tro fait ici. 
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Definition. — On appelle deris>ee d'une fonction 

Aw 
y ce que devient V expression du rapport -r-- de Vac- 

croissement de la fonction y a Vaccroissement cor- 
respondant de la {variable x^ lorsque dans ce rap- 
porty exprime au moyen de x et de ^x, on remplace 
^x par zero, 

1 32. Signification geom6trique de la d^rivee. 
— Representons graphiquement la fonction y dont 
nous venons de cal- 
culer la derivee. 
Dans ce but, tra- 
cons (fig. 56) deux 
axes, rectangulaires 
0.r, Oy, choisissons 
une unite de lon- 
gueur OA pour les 
abscisses et une 
unite egale OB pour 
les ordonnees. Soit 
M le point de la 
courbe qui corres- 
pond a Tabscisse x 
et Fordonnee y ; M' 
le point de la courbe qui correspond a Fabscisse 

X '\- ^x et a Fordonnee y-|- Ay. Nous savons que le 

Aw 
rapport -^ est 6gal a la pente de la droite MM' ; si 

nous sLipposons que ^x devienne de plus en plus 
petit le point M' se rapprochera de plus en plus 
de M; la secante MM' prendra la position MM" et 
viendra finalement se confondre avec la tangente 
MT au point M de la courbe consideree ; c'est la 




Fig. 56. 
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deBnilion m^ine dc la tangente, que nous rappelons. 
DEFINITION. — On appelle tangente a une course 
en un point M <e que devient une secante MM' ren- 
rontrant la courbe en M el en un point voisin M' 
lorsfjue re point M' s'elant rapproche de plus en 
plus du point M t'ient se confondre avec lui, 

I-e rapport -^ est 6gal a la pente de MM'; c'est 

cc que Ton peut appeler la pente moyenne de la 
courbe dans I'inlervalle MM'; lorsque M' se confond 
avec M, cette pente moyenne devient, par defini- 
tion, la pente de la courbe en M; c'est la pente de 
la tangente en M; elle est egale a la deriv6e de y, 
puisque c'est la valeur que prend I'expreBsion de 

-~ lorsqu'on y remplace i.r par z6ro. Telle est la 

signification geometritjue de la deriyee; on peut la 
resumer dans I'enonce suivanl. 

Thborjeue. — Lorsque I'on represente graphi- 
quement les variations d'une fbnction y de la variable 
X, en ayant soin de prendre la m4me unite dc lon- 
gueur pour les abscisses ct pour les ordonnees, la 
derivee de y pour une valeur quelconque de x est 
egale a la pente de la tangente a la courbe represen- 
tative au point correspondant. 

i33. Application dee d^riv^es k I'^tude de la 
variation des fonctions. — Nous avons deja dit 
ce que Ton entend par fonction croissante, decrois- 
sante ou constante dans un intervalle. 

Lorsqu'une Fonction est croissante ■—■ est positif ; 
lorsqu'une fonction est decroissaate -^ est n6ga- 
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tif; enfin, si la fonction est constante, -— est nul. 

Si Ton se reporte a la figure de la page Sog, on 
voit que la pente de MM' est positive lorsque la 
fonction est croissante; done la pente de MT est 
gen6ralement positive, et pourrait exceptlonnelle- 
ment 6tre nuUe, ce qui a lieu sur les figures 5y et 58. 
De m6me, si la fonc- y 

tion y est decrois- 
sante, sa deriv6e est 
negative et peut ex- 
ception njellement 
^tre nulle. Sur la 
figure 58, on a re- 
presente plusieurs 
courbes ; en N la 
fonction decroit; en 
M elle croit ; en S 
elle croit aussi, bien que la derivee soit nulle. 
Enfin, en P et Q la d6rivee est nulle; au point P la 
fonction qui etait d6croissante avant P (de N en P) 
devient croissante apres P (de P en M) ; au point Q 
c'est le contraire. Le point P correspond a un 
minimum et le point Q a un maximum. 

Definitions. — On dit qu'unc ^fonction y est 
maximum pour une valeur particuliere de .r, lorsque 
sa valeur est superieure aux valeurs voisines; elle 
est minimum lorsque sa valeur est inferieure aux 
s^aleurs s^oisines. Les maxima et minima ainsi definis 
sont appeles quelquefois maxima et minima relatifs^ 
quand on veut les distinguer des maxima et minima 
ahsolus, Mais lorsqu'on emploie sans epithete les 
mots « maximum » ou « minimum », il s'agit tou- 



Fig. 57. 



SIS 
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jours d'un maximum ou d'un minimum relatif. On 




ay 



Fig. 58. 

peut resumer ainsi les resultats que nous venons 
de d^duire de Tetude des figures*. 

Thboreme I. — Lor squ line fonction est crois- 

I. II est clair que les resultats que nous enoncons, et que nous 
avons obtenus par la representation graphique, ne sont demon tr6s 
que dans les cas oii cette representation graphique s'applique, 
ce qui est le caa pour toutes les fonctions simples que Pon a h con- 
side'rer dans les elements. Pour ces fonctions simples, la represen- 
tation g^ometrique donne une courbe continue, ayant en chaque 
point une tangente, cette tangente elle-m^me variant d'une 
manidre continue; les fonctions ainsi definies ont un nombre 
limite de zeros, d'infinis, de maxima et de minima. Lorsque Ton 
ne fait pas toutes ccs hypotheses, c'est-t\-dire quand on consi- 
d^rc les fonctions les plus generalcs, la demonstration des th^o- 
r^mes devient plus malais^e et sort compl^tement de notre cadre. 
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sante dans un intervalle, sa deris>ee est positwe, sauf 
en un nomhre limite de points exceptlonnels oil elle 
pent etre nulle; lorsquune fom^tion est decroissante 
dans un interifalle, sa deris>ee est negatis>ey sauf en 
un nombre limite de points exceptionnels oii elle 
peut etre nulle; lorsquune fonction est constante 
dans un inters^alle^ sa derii^ee est constamment nulle. 

Theoreme II. — Reciproquementy lorsque dans 
un interi^alle, la deri{>ee d'une fonction est positive y 
la fonction est croissante ; lorsque la derivee est 
negative^ la fonction est decroissante ; lorsque la 
derivee est nulle ^ la fonction est constante, 

Theoreme III. — Lorsque la derivee est nulle 
pour une valeur particuliere de la variable^ on doit 
rechei'cher si, en s'annulanty elle change ou non de 
signe. Si la derivee passe du negatif au positif en 
s'annulant lorsque la variable croit, la fonction 
d'abord decroissante devient croissante : elle passe 
par un minimum ; si la derivee passe du positif au 
negatif "la fonction passe par un maximum ; enfin, si 
la derivee ne change pas de signe, la fonction reste 
croissante ou decroissante suivant que la derivee est 
positive ou negative, 

1 34. Galcul des d^riv^es de fonctions simples. 
I. Fonction lineaire. — Soit : 

y= ax-^b, 
la fonction Hn^aire; on a (n** 91) : 

Ax 
La valeur de — ne depend pas de ^x; elle reste la 
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-^sque Von suppose i^-^^o; on a done : 

d.v~ 
iclion du second degre. — Soit : 

y — oj:' -H Jj' H- c. 

-f- iy = a(.r + ij-)» -h b(.c -h ij^) -h c, 
ranchant : 

mpla^aat Ax par zero dans le second 
il vient : 



action du troisieme degre. — Soit*? 
y = ax^-\- bx^ + CJ- 4- rf. 

= ah + ^.ry -i- 6(.r + i.t^ + c(.c + 4^) + rf 

Jj-' + aft.i-4.c + i[4.r-j^ + c.r + c4,r -4- li 
1fi.r' -f- air 4- c + 3a.r4.r + a[4j-)' -I- iAr, 

Brnpla^ant Ax par zero dans le second 
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Nous avons alnsi verifie pour les trois premiers 
degres, les seuls pour lesquels nous aurons a Tuti- 
User, la regie suivante, que nous enoncerons d'une 
maniere generale. 

Regle. — La derivee d'lin polynome est un poly- 
no me qui se deduit da polynome donne en multi- 
pliant le coefficient de chaque terme par V exposant 
de la variable dans ce terme, et en diminuant cet 
exposant d'une unite. En particuHer le terme cons- 
tant se trouve supprime, car I'exposant de la variable 
y est egal a z6ro et le produit du coefficient par zero 
est zero. 

IV. Fonction homographique, — Soit : 

ax-\-b 

y — a'x-\-b" 

on a : 

a[x-\-^x)-\-b ax-\-b {ab^ — ha')^.x 

^y -^ a\x-\-^x)+b'~' a'x-{-b'~[a\x-^^x)-\-b'][a'x-^b') 

Ay ah' — ha^ 



^x (a'x -h 6' -h a'tix) {ax -h b')' 

et, par suite : 

dy ah' — ba' 

7h:—{a'x-hb']*' 

Telle est la derivee de la fonction homogra- 
phique; nous ne traduirons pas cette formule en 
langage ordinaire parce qu'il n'est pas necessaire 
de la retenir; un calcul simple donnera la derivee 
de chaque fonction homographique particuliere. 

En particulier, si Ton a : 
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uEc ou Ic ciilcul direct donnent : 

s ntile a. retenir. 

•"onctions irigonomelriques elementaires . 



is(,T + A.r) — cos.c^ — a sin J JT -I — ^Isin ^ — . 



I=— (-¥)- 



\\M \.c devient 6gal a z6ro, il en cstde mime 
I le rapport : 



^gal a l'unit£; on a done : 

dy 

-^=. — Sin X. 

maintcnant : 



. Arl_  _  ^ / ^\ 
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et iin calcul analogue donne : 

dy _ 



Soit enfin : 



On a : 



, — cos X. 
ax 



2/ = tgJ7. 



. . / . A \ . Sin jc 4- A^ sm x sin Ajc 

AT/ = tff(.r-hA^ — tffa7= -. — . . > = -, — . . v 

^^ ^^ / o cos(j7H-A.xr) cos.^ cos [x -\- ^x)cosx 

Done : 

Ay sin A^ i 



Aj; Aj7 cos (x -h A.r) cos .r' 

et enfin : 

£^_ _J 

rflr cos* J?' 

Resumons les resultats de ce paragraphe en un 
tableau (voir p. 3i8). 

1 35. Application k Tetude de la variation des 
fonctions simples. — I. Consid6rons d'abord le tri- 
nome : 

y = ax^ -{- bx -\-c. 

On a : 

dy 



_ — z2ax 
ax 






Si a est positif, la derivee est negative pour 

■. b . . ^ b b 
.r<r et positive pour ^>> ; pour^= , 

y est minimum. Si a est negatif^ y.est maximum 

pour x=. . Ces resultats concordent avec ceux 

^ ia 
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c'est-a-dire i et 3; la derivee est done positive 
pour j: < I et pour ^ > 3 et negative lorsque x est 
compris entre i et 3. Done pour x=i, y est 
maximum; sa valeur est : 

X __6-{-9-f-5 = 9. 

Pour 07 = 3, y est minimum; sa valeur est : 

27 — 54 -h 27 -h 5 = 5. 

D'ailleurs, on voit aisement que pour .r=o, 
y = 5, que pour 0: = — oo, y= — 00, et pour 
.r== + oo, y = -|"QC>, car lorsque x est tres grand 
en valeur absolue, le terme le plus grand est or', 
dont le signe est le m^me que eelui de x; exemple 
pour x=^ — 100, on a : 

y = — I 000 000 — 60 000 — 900 -h 5 < O 

et pour x=^-\- 100 : 

y z= I 000 000 — 60 000 -f- 900 -4- 5 > o. 

On eonclutde ee qui precede que la courbe repre- 
sentative de la fonction y a la forme suivante (fig. 59). 

On voit sur la figure 69 que le maximum A n'est 
pas un maximum absolu; en D, y est plus grand 
qu'en A ; de m6me en C, y est plus petit qu'en B; 
nifais en A, y est plus grand (\\xaux points voisins 
et en B il est plus petit (\\\aux points poisins. 

III. Soit la fonction : 

JC 2 



X — 3* 
On trouve : 

.r -h A.r — 2 JC — 2 — Aj7 

^^ "" A- -h A.r — 3 "~ X — 3 ~ (.r + A.r — 3)(.r — 3j' 



La d^rivee est constamment negative; done la 
fonctioD est toujours decroissante. Mais ce serait 




une grave erreur d'en conclure que pour ^^^5, par 
exemple, la valeur est plus petite que pour j:- 
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En elTet, entre o et 5 se trouve compris le pole 
de la fonction .r=3; en ce point la fonctlon saute 
brusquement de — x a -f-QO ; il n'y a pas en cc 
point de derivee, puisque la fonction elle-m^me 
n'est pas definie ; on doit done envisager separe- 
ment Tintervalle compris entre o et 3 et Tinter- 
valle compris entre 3 et 5 ; la fonction est bien 
decroissante dans chacun de ces intervalles. 

Ceci nous montre rutiHle de la remarque sui- 
vante. 

Remarque essentiellb. — Lorsque Von eludie les 
{Variations d'une fonction a Vaide des deri{>ees, on 
doit ens>isager separement et successis^ement des inter- 
i^alles de valeurs de la i^ariable, tels que dans chacun 
d*eux la fonction ne devienne pas infinie. 



II. THEORIE BASEE SUR LES LIMITES 

1 36. Limites. — Etant donnce une fonction y d'une 
variable x, on dit que y a pour limite h lorsque x tend 
vers rt, lorsque Ton pent prendre x assez voisin de a pour 
que y differe de h aussi peu que Ton veut. 

D'une maniere plus precise, il faut que si Ton se donne un 

nombre tres petit quelconque, comme , ou , ou 

*^ ^ ' lOOO lOOOOO 

, on puisse, ce nombre ctant donn^, iixcr un 

lO ooo ooo ^ 

intervalle comprenant a et tel que, lorsque x est compris 
dans cet intervalle, la valeur absolue de la difference;)' — b 
est inf^ricure au nombre donne. Naturellement, si Ton sup- 
pose ce nombre donne de plus en plus petit, I'intervalle 
pour X deviendra aussi de plus en plus petit; mais cet inter- 
valle devra exister quel que soit le nombre donn4. 
Par exemple, soit : 



y = ip2 — a.r-j- 3. 
BoREL. — Algibre, 2« cj-cle. 2 I 
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Lorsque x tend vers 3, r a pour limite 6; en eflet, si nous 
voulons que la Taleur absolue de ^ — 6 soit inf^rieurc a 

, il suffit que : 

I O CK>0 

X' — ax — 3, 

soit inf^rieur a en valeur absolue ; or, on a : 

loooo ' 

Si Ton suppose x compris cntrc a et ^^ x-{- i est compris 
entre 3 et 5 et pour que le produit [x -{- i){x — 3} soil infe- 

rieur en valeur absolue a ■= , il suffit que x — 3 soit 

5o ooo ^ 

inferieur en valeur absolue a » c'est-a-direquel'on ait : 

loooo ^ 

3-^'— <x<3+ ' 



oo OOO ' 00 ooo 

Lorsque x est dans I'intervallc defini par ces inegaliles, 
on est assure que la valeur absolue de j — 6 est inferieure a 

; et nous vovons en meme temps que si nous avions 

lOOOO ^ ^ ^ 

choisi un nonibre autre que , par exemple ou 

' I o ooo *^ ^ I ooo ooo 

, nous aurions trouvd par la mdme methode un 

I oo ooo ooo "^ 

iatervalle pour x. 

On peut enoncer la definition preccdente sous une forme 
tout a fait precise en disant : 

DEFINITION. — On dit que y tend vers la limite h lorsque x 
tend vers (7, si etant donne un nombre positif arbitraire g, // 
est possible de determiner un nombre positif h tel que les 
inegaliles : 

a — A<j'<a + ^» 

aient pour consequence : 

l>-^<y<b + t. 

Par exemple, dans Texemple precedent, pour e; 



lo ooo 
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nous avons pu prendre h = ; et on verrait de meme 

'^ 5o ooo 

que, quel que soil e (inf^rieur a i), il suffit de prendre 

A = r. 


137. Propri^t6s ^16mentaires des limites. Addition. — 
Si plusieurs fonctions j, s, t d'une mSme variable x iendent 
respectivement vers des limites h, c, d, lorsquex tend vers a, 
la somme j + 2 + ' tend vers la somme h -{- c -\- d des limites. 

En efTet, d'apres la definition, etant donne un nombre arbi- 
traire e, on pent determiner un nombre h, tel que les inega- 
lil^s : 

(i) a — A, <a7<a + Aj, 

entrainent : 
(i)'  b-e<y<b-^z. 

On pent de meme determiner un nombre h^ tel que les 
inegalitcs : 

(2) a — 7/2 < a? < a + Aj, 

entrainent : 

(a)' c — £ < z < c + e, 

et un nombre h^ tel que les inegalitcs : 

(3) a — A3<a7<a-f /i, 

entrainent : 
(3)' rf — £<<<f/ + e. 

Soit k Ic plus petit des 3 nombrcs h^y h^, A3, les inegalitcs : 

(4) a — h <^x <^a -{- k, 

entraineront les inegalitcs (i), (2), (3) et par suite les inega- 
litcs (i)\ (2)', (3)'. Ces inegalitcs etant de m6me sens on pent 
les ajouter, ce qui cntraine : 

(liY 6 + c + <; — 3s<y + z4-<<A + c + ^ + 3e. 

Pour demontrer que y -{- z -\- t a pour limite b ~{- c -\- d 
lorsque x tend vers a, il faut montrcr qu'Ctant donnd un 
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nombre positif arbitraire (que nous pouvous appeler 3c, en 
appelant e le tiers de ce nombre], on peut determiner un 
nombre A, tel que les indgalites (4) entrainent les inegalites 
(4)'. Or, pour determiner le nombre k, il suffit de deter- 
miner Aj, A,. A, de maniere que les in^galit^s (i), (a), (3) 
entrainent (i)', (a)', (3)', ce qui est possible par hypothese, 
quel que soit le nombre e, et de prendre pour A le plus petit 
des nombres A|, A|, A3. 

MuLTIPLICATIOIf PAR UNE CON8TANTE. Si la fOTlCtion y 

tend vers h lorsque x tend vers a et que A disigne une cons- 
tante quelconquCt la fonction Aj tend vers Ah, 
Nous Toulons aToir les in^galit^s : 

(5) A6 — e < Ay < A4 + e. 

Or, si nous divisons par A, nons aurons : 
Si A est positif : 

''-j<y<^+\- 

et si A est negatif : 

DesigDons par e' le quotient •?■ si A est positif et le quo- 
tient -T- si A est negatif; nous aurons dans tons les cas : 

(6) b-e<y<bJ^t\ 

b' ^tant un nombre positif. 

Les inegalites (6) sont ^quivalentes aux inegalites (5) ; or 
quel que soit le nombre positif s' on peut, par hypothese, 
determiner le nombre positif h tel que les inegalites : 

(7) a — A <[ 07 < a -|" A 

entrainent les inegalites (6) ; done, quel que soit le nombre 
positif e, on pourra determiner e', puis A de telle maniere 
que les in^galit^s (7) entrainent les inegalites (5), C. Q. F. D. 
CoMBiNAisoN lin£aire. — En combinant les r^sultats qui 
precedent, on en d^duit le theor^me suivant qui les com- 
prend comme cas particuliers. 
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Theoreme. — Soient jff z, t des variables qui tendent res- 

pectivement vers les limites b, c, d lorsque x tend vers a 

et B, C, D des constantes quelconques, la combinaison 

lineaire : 

By -h G^ + Dty 

tend vers 

Bb + Cc + Dd, 

lorsque X tend vers a. 

Multiplication. — Soient y et z des variables qui tendent 
respectivement vers les limites b et c lorsque x tend vers a ; 
le produit yz tend vers la limite be. 

Supposons d'abord b ei c positifs et choisissons un 
nombre g tel que b — e et c — e soient positifs ; on pent 
determiner un nombre h tel que les inegalites : 

(8) a — /* < a; < a + A 



entrainent : 



(«) 1 : 1 






Ces dernieres inegalites ne renfermant que des nombres 
positifs entrainent : 

{b - e) (c - e)< y:^ < (6 + e) (^ + e), 
c'est-a-dire : 

6c — £ (i + c) + £2 < ys < 6c + £ (6 + c) + e2, 

et, a fortiori : 
(lo) be — ^' <iyz <Cbc -\- z\ 

si Ton a : 

(ii) e'>(* + c)£ + e2. 

Or, 6 et c etant donnes, on peut determiner un nombre 
£ de telle maniere que Ton ait : 

e2 4. (i _|_ c) £ < g'. 

II suffira en effet de prendre £ inferieur a la racine posi- 
tive de I'equation : 

X2 + (6 + c)X-e' = o, 



ALC^DBB 
^ rqualion. :' t'tanl pOEittf, a dcui raciiies de si^ncs 

^tanl doDDc UD nombrc arbltraire poaitir e', op 
li'lcrniiner uu uonibre positif t par I'inegalite (■■), 
icr CDBuilc, re qui est possible par hypolh^sc, le 
pOBitif h tel que les in^galitvs (8} eotraineDt les in^- 
g), et il en ri'sullcra que lea illegalities (8) eatrataent 
tlilis (lo). 
ioK'mc est done deinODtre dans le cas ou 6 et c sont 

SoienI maintenanl li el c quelconques et B et C deux 
es, lellcs que B + fc et C + c Boieol positifs; y+B 
B /< + B el : + C vers c + C, dooc : 

(y + B)(= + C)=y= + B= + Cy + nc, 



(i + Unr + C) =; be + Be + C* + DC. 

: + C) + BC leud vers Be + C6 + BC, done yz lend 

ralisation. — En appliquanl succcBsivement plusieurs 
,hi!oremes precedents, on arrive an tlieoreme gcni^ral 

ifcME. — Soient y, i, ( un nomhre quetconque de varia- 
, torsijue X lend vers a, tendent respeclivement vers 
'«« 6, c, d; el P (y, =, () un polvnome quelcoiujue en 
it coefficients conslanU; torsque x lend vers a, la 
'e V(y, z. I] a pour limite P['>, c, d). 
ON. — Supposons ijoe lorsque x lend vers a, y tcnde 

imile b differcnte de ziro ' ; je dis que - tend vers j. 
pouvODs nous borner au cas ou /' est positif, car si 



le porait qu'il n'y aurnil que des nvonlagea 4 dire qu'une 
qui ougmcnlc indefinimeiit tend vera la limite f ; on 
insi dps I'lionccs plus g^neraui, dans lesquels les valears 
ires o rt CO ae sc distingueraienl pas des autres ; luais il 
ble qui] n'y avail pus lien d'introduire ici cette forme de 
Qsnei en dehors des hnbltudes actuelleiije me conforme 
[ difinilions clasaiques. 
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on change y en — j, h est change en — h et si Ton demontre 

que tend vers —j— il en resulte que - tend vers -j- 

y h y " 

Supposons done h positif et designons par s un nombre 
positif tel que b — e soit positif; quel que soit e, on pourra 
determiner un nombre positif k tel que les in^galites : 

(i a) a — h <CiiC <C.a -{- h 

entrainent : 
(i3) b-t<t/<b + e. 

Or ces inegalites donnent, puisque h — e, j, /;-[-£ sont 
positifs : 

^-e-^y^A + c' 
et elles entrainent les suivantes : 

(•4) 
si Ton a : 



I 
6" 


-^'<;<i+^'' 








h + ^-^b '• 



Or, ces inegalites sont du premier degr^ en e et donnent, 
la premiere : 






b 
b 



et la seconde, en supposant e' <C t • 



6 + £<^ 

5-' 



I , 
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(16) e< 






L'iiK^galit^ (i5) entraine I'indgalit^ ('6)» ^^ sufGra dooc, 
ctant donne le nombre positif e' quelconque (noas pouvons Ic 

supposer inferieur a j- j dc choisir un nombre positif e vcri- 

fiant I'inegalile (i5) et de determiner ensuite b de telle 
manidre que Ics inegalites (12) cntrainent les inegalites (i3); 
ellcs entraineront aussi les inegalites (i4)- C. Q. F. D. 

Remarque. — On a*~=j X-; done si / et z tendent vers 

les limites b et c et que c ne soit pas nul, ^tend vers -. 

1 38. Fonction continue. — On dit qu'une fonction j 
d'une variable x est une fonction continue pour une valeur 
donnee de x, x=^a, lorsque cette fonction a une valeur 
deierminee b pour x = a et pour x voisin de a et que la 
limite des valeurs quelle prend lorsque x tend vers a est 
precisSment sa valeur b pour x=a. 

Get enonce exprime deux faits principaux : i* les valeurs, 
siipposees determinees, de la fonction, tendent vers une 
limite lorsque x tend vers a; 2° cetle limite est />». 

II resulte immcdiatcmcnt dc cetle definition et du theo- 
r^me de la p. 326 que si y, 5, t, sont des fonctions continues 
de X, tout poly nome en j, z, f, a coefficients constants^ est 
une fonction continue de x. 

En particulier, x est une fonction continue de j!;;donc tout 
polynome en x est une fonction continue de x. 

Enfin la remarque qui termine le paragraphe precedent 
entraine : le quotient de deux fonctions continues est une 
fonction continue^ pourvu que le d4nominateur ne soit pas 
nul pour la valeur consideree de la variable, 

1 39. D^riv^es. — On appelle d^riv^e d'une fonction la 

limite du rapport -r^ de I'accroissement de la fonction a 

I'accroissemeut de la variable, si cette limite existe, lorsque 
^x tend vers zero. 
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Ddiiy^e d'une somme. — Si plusieurs fonctions j, s, t 
dune m^mc variable x admetlent des deriv^es pour x = a, 
leur somme y -{- z-\- t admet une derivce, laquelle est dgale 
h la somme des derivees. 

On a, en effet : 

Aa? Aj7 Aa? ' Aa?' 

Par hypoth^se, chacun des termes du second membre 
tend vers une limite lorsque Aa: tend vers z^ro; leur somme 
tend done vers une limite, laquelle est egale a la somme des 
limites. 

Plus generalementy Ics fonctions j, z, t ayant pour deri- 
vees y, z'j i', la fonction : 

By + Gz + Dt, 

oil B, C, D sont des constantes, admet une derivee qui est : 

D^rivde d*un produit. — Soien^ y et z deux fonctions 
admettant les derivees y' ct z'; le produit yz admet une 
derivee qui est : 

yz' + 2y', 

c'est-a-dire qui s'obtient en ajoutant les produits de chaque 
facteur par la derMe de Vautre, 
En e(fet, on a : 

A(y2) = (y + Ay) (z + Az) — yz 
= yAz -\- zAy + AyAz. 

A(yg) ^ y Az . ^ Ay . Ay Az ^^ 
Ax ^ Aa; "^ Aj? Aa? Aa; 

A* Av 

Lorsque Ajj tend vers zero ^ lend vers s', -^^ vers 7*', et 

Ao; vers zero ; cc second membre a done une limite qui est : 

yz' -f zy' + y'z' Xo = yz' + zy\ 

On a done : 

C. Q. F. D. 
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D^riT^ d^un quotient. — Cooscrvons les mdmes nola- 
tions, mats 8uppo8ons de plus esseDtiellement z 7^ o; le quo- 

• V • v'" — "^Y 

tient'- admet une derivee qui est^^-^^ — 7—^. 

z ^ z'^ 

Ed effet, on a : 

^(y\ _- y + A.y _ ;/ ^ zA.y — ylz 

\z) z -\- Iz z z(z -I- A«) 

Ax - (JJ + As) 

Comme s -|- ^^ iend vers z, qui n'est pas nul, on a : 

C. Q. F. D. 

D^riv^e d'une fonction de fonction. — Soit j une fonc- 
tion de x, x (Slant lui-m^me une fonction de t; si t varie, 
X varie et par suite y varie; y depend de / par rinterm^- 
diaire de x; y est dit une fonction de fonction. 

Th^orIime. — Si y admet une derivee par rapport a x et x 
une derivee par rapport a t, y admet par rapport a t une 
derivee, qui est egale au produit des deux precedentes. 

En effct, si Ton donne k ^ un accroissement A^ x prend 
un accroissement ^x et y un accroissement Aj; on a : 

At — Ax M' 

Par hypothese, les deux termes du second membrc ten- 
dent respectivement vers les limites ^ j'x et x't ; done le 
premier membre tend vers une limite y< , et Ton a : 

Ce que Ton pent ecrire aussi : 

dy dy dx 

dt dx d t ' 



I. L'indicc x indique que Ton prcnd la derivee par rupport kXy 
on 6nonce : y' par rapport h x. 
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i4o. Calcul des ddriv^es. — La derivee de x est ^videm- 
ment i ; la derivee de x^ s'obtiendra par la formule : 

en y supposant j= s = a;; il vient : 

{x^y =:x.i -{- i.x = ax. 

La derivee de x^ se deduira de la meme formule en sup- 
posant : 

y = x^ z = x 

Plus generalement, supposons etablie la formule : 

{xn-\y = [n— i)a?n-«, 

et cherchons la derivee de x^ ; nous ferons : 

y = «« — 1 z = x, 

et il viendra : 

(jrwy = (ys)' = xn-l.i + («— i)xn-'i.x = nxn~^. 

Done, la formule se demontre de proche en proche pour 
toute valeur entidre de n; on en deduit la regie de deriva- 
tion d'un polynome donnee page 315. 

ExEMPLE. — Calculer la derivee de : 

3x2 — /c* -|- x6 — 3. 

II vient : 

6a7 — /ia;3 -|- 5a;*. 

i4i. Applications. — Calculer la derivee de : 

y = cos Sx, 

si Ton pose 3x = t. 
On a : 

y z=z COS t t= 3a;, 

y est une fonction de fonction et Ton a ici : 

y'x = y't i'x = — sint. 3 = — 3 sin Sx. 
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B trouvernil dc m^me Ice d^m^ee 



'our calculer cette dernUre dfrivfe, od pose & 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE IX 
— Cilculer directement les d^riv^ee des fonctioi 



y = 3iS — Ol + 4 

y = ill - „s -1- 5* - 3 

S = 6zt — 5j:> + 3. 

- Calculer directemeat les der 



- Calculer directement les dSmeea des ToDctioiis 
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174, — Calculer directement les d(5rivees dee fonctions 

suivantcs : 

I 



y 
y 



COS X 

I 
sin X 

= cos 2X — 3 sin x 



y 

y = X sin x. 

175. — Calculer directement les d^riv^es des fonctions 
suivantes : 

2 — 3 cos X 

^ 5 — sin X 

y == A cos* j: — 5 cos x-\- 3x 
y = 4 sin X cos X — cos bx. 

176. Etudier les variations des fonctions de I'exercice 1 78. 

177^ Trouver les maxima et minima de Texpression : 

J.2 - 3a: + /i 

y — "'xt 4- 1 • 

173 On appelle derivee seconde d'une fonction la 

derivee de la derivee premiere (la derivee premiere est celle 
que nous avons definie) ; on la designe par y". Si I'on sup- 
pose J, /, y positifs tons lrois,la fonction est croissante et, 
de plus, la pente / de la tangente est croissante, puisque la 
derivee j" de / est positive. Quelle consequence geometrique 
peut-on en deduire relativement a la concavite ou convexite 
de la courbe? Appliquer ceci a la parabole et a I'hyperbole. 



CHAPITRE X 

PROGRESSIONS ET LOGARITHMES 
INTERETS COMPOSES 



I. PROGRESSIONS ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES 

142. Progressions aritliin6tiques. — On dit que 
plusieurs nombres, ranges dans un ordre deter- 
mine, forment une progression arithmetique ou sont 
en progression arithmetique lorsque la difference de 
deux nombres consecutifs a toujours la m^me valeur 
(et le meme signe). Par exemple, les nombres 
3, 5, 7, 9 sont en progression arithmetique, car les 
differences 5 — 3, 7 — 5, 9 — 7 sont toutes ^gales 
a 2. De m^me les nombres 92, 82, 72, 62, 62 sont 
en progression arithmetique, car les differences 
82 — 92, 72 — 82, etc., sont toutes egales a — 10. 
On donne a cette difference constante le nom de 
raison de la progression arithmetique; ainsi, dans 
notre premier exemple, la raison est 2; dans le 
second, la raison est — 10. 

Lorsqu'on connait le premier terme d'une pro- 
gression arithmetique et la raison, 11 est facile 
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d'ecrire les autres termes; il suffit d'ajouter suc- 
cessivement la ralson a chaque terme pour avoir le 
terme suivant. 

ExEMPLE. — Former une progression arithme- 
tique composee de 6 termes, dont le premier terme 
soil 7 et la raison 5. Les termes successifs sont : 
^-j-5=i2; i2-f-5==i7; 17 + 5=22; 22+5=27; 
27 + 5 = 82, de sorte que la progression demandee 
est formee des termes suivants : 7, 12, 17, 22, 
27, 82. 

Autre exemple. — Former une progression arith- 
metique composee de 5 termes dont le premier terme 
soit 13 et la raison — 8. On obtient, en proce- 
dant de la m6me maniere, la progression : i3, 5, 

— 3, —II, — '9- 

II arrive souvent que Ton n'a pas besoin de 
connaitre les termes intermediaires de la pro- 
gression, mais qu'on desire connaitre la valeur du 
terme qui occupe un rang determine. On remarque 
alors que le second terme s'obtient en ajoutant au 
premier la raison ; le troisieme terme s'obtient en 
ajoutant au second la raison et, par suite, est egal 
au premier, plus deux fois la raison; le quatrieme 
terme s'obtient en ajoutant encore la raison au troi- 
sieme et par suite est egal au premier /?/m5 trois fois 
la raison; de m6mc, le cinquieme terme est egal 
au premier, plus quatre fois la raison, etc. Le cen^ 
tieme terme serait 6gal au premier, plus quatre- 
vingt'dix-neuf fois la raison. 

Regle. — Pour obtenir la i^aleur d'un terme de 
rang determine d'une pi^ogression ainthmetique , on 
ajoute au premier terme le produit de la raison par 
le rang donne, diminue d'une unite. 
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Si Ton designe par a le premier terme^ par /' la 
raison, par n le rang donne ct par x la valeur du 
terme qui occupe ce rang, cetle regie se traduit 
par la formule : 

j: = a-h(/i — i)r. 

Dans le cas ou la raison est un nombre positif les • 
terines successifs vont en croissant; la progression 
est croissante; elle est decroissante dans le cas ou 
la raison est un nombre negatif. 

1 43- PPOgreBBionB geometriques. — On dit 
que plusieurs nombres, ranges dans un ordre 
determine, forment une progression geometrique on 
sont en progf*ession geometrifjne, lorsque le quotient 
de deux nombres consecutifs a toujours la m^nne 
valeur. Par exemple les nombres 3, 6, 1 2, 24 sont 
en progression geometrique car Ton a : 6 I 3 = a ; 
i2;6 = 2;24t 12 = 2. Ce quotient 2 est ditli\ raison 
de la progression. De m6me les nombres 3 600, 
36o, 36, 3,6, 0,36, forment une progression dont 

la raison est 0,1. Les nombres 2, — 3, — , — 7—^, for- 

' 24 

ment une progression geometrique dont la raison 

Lorsqu'on connait le premier terme et la raison 
d'une progression geometrique, il est facile de cal- 
culer successivement tons les termes; il suffit de 
multiplier successivement chaque terme par la 
raison pour avoir le terme suivant. 

Exemple. — Former une progression geometrique 
de 5 termes dont le premier terme soit 625 et la raison 
ly2. On obtient successivement 625X1,2 = 750; 
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ySoX i,2:=:90o; 900 X! 1,2= 1080; 1080X1,2 
= 1296. La progression cherchee est done : 626, 
760, 900, 1080, 1296. II arrive souvent que Ton 
veut connaitre la valeur d'un terme de rang deter- 
mine, sans calculer les termes intermediaires. Dans 
ce but, on remarque que le second tcrnie est egal 
au produit du premier par la raison; le troisieme 
terme est egal au produit du second par la raison, 
e'est-a-dire au produit du premier terme par le carre 
de la raison; le quatrieme terme est de m^mc egal 
au produit du premier par le cube de la raison, etc. 
On a done la regie suivante. 

R^GLE. — Pour obtenir un terme de rang donne 
d*une progression geometrique dont on connatt le 
premier terme et la raison^ on multiplie le premier 
terme par une puissance de la raison dont Vexposant 
est egal au rang donne diminue d'une unite. 

Si J'on designe par a le premier terme, par /• la 
raison, par n le rang donne et par x le terme cher- 
che, cette regie se traduit par la formule : 



x:=. ar^ 



— \ 



Dans le cas ou la raison /' est un nombre positif 
superieur a i les termes vont en croissant et la pro- 
gression geometrique est dite croissante; elle est 
decroissante si /vestun nombre positif inferieur a i ; 
dans le cas ou r est negatif, les termes de la pro- 
gression sont alternativement positifs et negatifs ; 
leur valeur absolue croit ou decroit suivant que la 
valeur absolue de /• est superieure ouinferieure a i. 
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II. LOGARITHMES 

1 44- D6fliiition des logarithmes. — Conside- 
rons deux progressions croissantes, Tune arithme- 
tique commencant par zero, Tautre geometrique 
conimencant par i ; si Ton designe par /• la raison 
de la progression arithmetique et par s la raison 
de la progression geometrique, ces deux progres- 
sions s'ecriront : 

o, r, 2r, 3r, ^r,..,^ nr, .... 

Nous conviendrons de dire que chaque terme de 
la progression arithmetique est le logarithme du 
terme de m^me rang de la progression geometrique; 
ainsi 3r est le logarithme de «', on dira aussi que 
«' est V antilogarithme de 3r; cest le nombre dont 
le logarithme est 3/\ II y a plusieurs systhmes de 
logarithmesy car on pent choisir de diverses 
manieres les nombres s et r; nous ne considere- 
rons que le systeme dit de logarithmes ^ulgaires, 
qui satisfait a la condition que le logarithme de lo 
est egal a i ; nous verrons que cette condition 
entraine de grandes simplifications dans les cal- 
culs. Nous ne d^montrerons pas V existence de ce 
systeme et nous n'indiquerons pas comment on 
pent calculer les logarithmes des divers nombres 
dans ce systeme. Observons settlement que, si Ton 
prend pour r un nombre tres petit et pour s un 
nombre tres voisin de i , les termes consecutifs des 
deux progressions different tres peu, de telle maniere 
que tout nombre pent, avec une approximation 



PROGRESSIONS ET LOGARITHMES 339 

sufHsante, ^tre considere comme compris dans ces 
deux progressions. Pour avoir des logarithmes vul- 
gaires, on prend : 

r = 0,000 1 

s= i,ooo23o3i i5... 

et les progressions que Ton construit ainsi : 



o, r, ar, 



sont telles que le loooo® terme de la progression 
arithmetique est i, tandis que le loooo® terme de 
la progression geometrique est lo. 

On a construit des tables dans lesqu^lles sont 
inscrits les logarithmes et les antilogarithmes de 
tous les nombres, avec un certain nombre de deci- 
males ; nous allons en expliquer la disposition et 
Tusage en prenant comme type la table a 4 deci- 
mates qui se trouve a la fin de ce chapitre. 

1 45. Disposition des tables k4 decimales. — La 
premiere de nos tables {Logarithmes a 4 decimales ^ 
p. 366) fait connaitre les logarithmes de tous les 
nombres compris entre i et 10, de centieme en 
centieme, c'est-a-dire des nombres 1,00; 1,01 ; 1,02; 
— ; 9,99. Nous Savons que ces logarithmes sont 
des nombres compris entre o et i ; la table nous 
donnera leur partie decimale. 

Soit, par exemple, a trouver dans la table le loga- 
rithme de i ,3o ; nous rechercherons, dans la colonne 
N, le nombre 13 forme des deux premiers chiffresdu 
nombre donne ; et, dans la ligne qui commence par 
13, nous lirons le nombre contenu dans la colonne 
marquee 0; nous trouvons 1189; c'est la partie 
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d^cimale cherchee; on a done : 

log i,3o =r o,i 139. 

Pour avoir Ic logarithme de i,3i nous nous 
reporterons, dans la m^nie ligne qui commence 
par 13, a la colonne marquee 1; nous ne trouvons 
que trois chifTres 178, car on a sous-entendu le 
premier chlfTre i, qui est le m^me que pour la 
colonne precedente, de sorte qu*il faut lire i i y3, 
et que Ton a : 

log 1, 3 1 =0,1173. 
En continuant dans la m^me ligne, nous aurions : 

log 1,32 = 0,1206 
log 1,33 = 0,1239, 

et ainsi de suite. 

Soit a rechercher le logarithme de 1,69; dans 
la ligne 15 et la colonne 9 nous lisons *oi4; le 
signe * signifie que le premier chiffre n'est pas i 
comme pour les logarithmes precedents de la 
m^me ligne, mais 2 qui se trouve au commence- 
ment de la ligne suivante ; on a : 

log 1,58 = 0,1987 
log 1,59 = 0,201/, 
log 1,60 = 0,2041. 

On remarquera que les ligncs et les colonnes de 
la table sont groupees 5 par 5 ; cette disposition a 
pour but d'^viter les erreurs de lecture, car on 
arrive rapidement a se rendre compte de la place 
d'une ligne ou d'une colonne par rapport aux 
lignes et aux colonnes voisines, et on 6vite ainsi les 
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erreurs qui se produiralent si Ton ne suivait pas 
correctemcnt la ligne ou la colonne, et que Ton 
confonde avec la ligne ou colonne voisines. Par 
exemple, on remarque que les lignes correspondant 
aux nombres : lo, i5, 20... suivent immediatement 
un blanc; les lignes 11, 16, 21..., ne sont separees 
du blanc que par une ligne; les lignes i4, 19, 24... 
precedent un blanc, et les lignes i3, 18, 23... n*en 
sont separees que par une ligne; enfin les lignes 
12, 17, 22... occupent le milieu d'un groupe de 
5 lignes sans blanc; il en est de m6me pour les 
colonnes, sauf que le blanc est remplace par un 
double trait. A Taide de ces remarques, un peu 
d'habitude suffit pour trouver un logarithme d'un 
seul coup d'oeil. 

La disposition des tables d'antilogarithmes est 
tout a fait analogue. Ces tables font connaitre les 
antilogarithmes des nombres compris entre o et, i, 
de millieme en millieme, c'est-a-dire des nombres 

0,001 ; 0,002; ; 0,999. ^^^^ ^ rechercher Tanti- 

logarithme de 0,824 ; on se reportera, dans la 
colonne marquee L, au nombre 32 ; et dans la ligne 
qui commence par 32, a la colonne 4; on y lit les 
trois chiffres 109 a la gauche desquels on inscrit le 
chiffre 2 qui se trouve dans la premiere colonne, 
en face de 31 ; Tantilogarithme cherche est done 
2,109. ^® m^me, on trouverait que Tantilogarithme 
de 0,826 est 2,1 13. L'usage du signe * est le m6me 
dans cette table que dans la pr6cedente; il indique 
que le premier chiffre par lequel on doit completer 
I'antilogarithme cherche doit 6tre pris en t6te de 
la ligne suivante, et non des lignes prec^dentes. 
Par exemple, I'antilogarithme de 0,848 est 7,047. 
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i46. Disposition des tables ii 5 d^oimales. — 
Comme type de tables a 5 d^cimales,. nous decri- 
rons les tables de Houel (Gauthier-Villabs, Paris), 
en nous bornant a la partie de ces tables qui 
contient les logarithmes a 5 decimates, eten laissant 
de cot^ diverses dispositions accessoires destinees 
a faciliter certains calculs trigonometriques. 

La partie de ccs tables qui nous int6resse ici 
s'etend de la page |5] a la page [35] ; nous en don- 
nons un specimen ci-contre; dans les colonnes 
marqu6es N se trouvent-Ies nombres compris entre 
looo et 9999; pour avoir le logarithme de 1,089, 
par exemple, on cherchera dans cette colonne le 
nombre 1089 et Ton verra a cote dans la colonne 
Log les chiflFres o3^o3, c'est la partie d^cimale du 
logarithme cherche ; Ton a : 

log 1,089 = 0,03703. 

Supposonsque Ton veuille connaitre le logarithme 
de 1 ,0893 ; ce logarithme n'est pas dans la table ; il est 
compris entre celui de i ,089 et i ,090 ; la difference 
entre ces deux logarithmes est inscrite dans la 
colonne marquee D; elle est ^o. On admet dans 
les calculs que le logarithme variant de 4o lorsque 
le nombre s'accroit de 10 dix-milliemes, il varie 

3 
des — de 4o lorsque le nombre s'accroit de 3 dix- 
milliemes. Pour eviter au calculateur d'avoir a 

3 
rechercher la valeiir des — de 4o, cette valeur est 

10 

inscrite dans une colonne speciale, marquee P. Pr. 

(parties pi'oportionnelles), vis-a-vis du chiffre 3 dans 
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le tableau en tSte duquel est inscrit 40- On dispo- 
sera de la mani^re suivante le calcul du logarithme 
de 1,0893 : 

log 1 ,089 ^ 0,03503 
pour 3 12 

log 1,0893^0,03715 
On utilise de mSnie les parties proportioDDelles 
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pour trouver le nombre qui correspond a un log-a- 
rithme donne. Soit, par exemple, a trouver le 
nombre dont le log. est o,o3356; la table montre 
que ce nombre est compris entre 1,080 et 1,081 , la 
diflerence tabulaire est 4i > o^ disposera ainsi le 
calcul : 



o,o3356 




pouro,o33/i2 


1,080 


14 




pour 1 2 


3 


pour 20 


5 



i,o8o35 

On retranchera du logarithme donne le loga- 
rithme imm6diatement inferieur trouv6 dans la 
table; la difference est i4; on trouve dans les par- 
ties proportionnelles de 4' que 12, qui correspond 
a 3, estle nombre immediatement inferieur a i4; la 
difference est 2; on y ajoute un o et la table de 
parties proportionnelles donne 5 pour 21, nombre 
le plusvoisinde 20; le nombre cherche est i,o8o35. 

1 47* Propri6t6 fondamentale des logaritlixnes. 
— La propriete fondamentale des logarithmes est 
la suivante : le logarithme d'un produit est egal a la 
somme des logarithmes des facteurs. 

En effet, si nous nous reportons aux progressions 
par lesquelles nous avons defini les logarithmes, 
nous voyons que les nombres s^ et s^ ont pour loga- 
rithmes mr et nr; leur produit est 5"* + " et a pour 
logarithme (m -f- n)ry ce qui justifie bien notre 
enonc6. 

Cette propriete fondamentale permet de simplifier 
bien des calculs; elle est I'origine des applications 
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m 

des logarithmes et la raison de leur utilite pratique. 
Soit, en effet, a effectuer le produit de plusieurs 
nombres; a calculer, par exemple, le nombre x 
donne par la formule : 

j7=z i,33x ^ji^X 3i,3i X 1,48. 

D'apres la propriete foadamentale, nous aurons : 

log X = \og 1,33 -t- log 2, 1 5 -+-log 2,3 1 -t-log 1,48. 

Mais la table nous donne ces logarithmes et il 
suffit de les ajouter pour avoir log x, 

log 1,33 = 0,1239 
log 2, 1 5 = 0,3324 
log 2,3i =110,3636 
log 1,48 = 0,1703 



logj: =0,9902 



Connaissant log jt nous rechercherons dans la 
table d'antilogarithmes Tantilogarithme de 0,990; 
c'est 9,772; tel est le produit cherche. En realite, 
le dernier chifire decimal trouve n'est pas exact; 
cela tient a ce que les valeurs ecrites pour les loga- 
rithmes ne sont jamais exactes, puisqu^on n'a que 
4 decimales; mais, dans la pratique, il est souvent 
tres suffisant d'avoir trois chiffres exacts; par 
exemple, si a: designe un nombre inconnu de francs, 
on prendra x = 9^''77 (et m6me, le plus souvent, 

Autre exemple. — Calculer le nombre y donne 
par la formule : 

y =1,36 XI, 37 XI, 38 XI, 39 XI, 40 XI, 41. 
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Nous trouvoDs dans la table des logarithmes des 
nombres donnes; en les ajoutant, on a log y. 

log 1,36 = o,i335 
log 1,37 = 0,1367 
log 1, 38 = 0,1 399 
log 1,39 = 0,1430 
log i,/io = o,i46i 
log 1,41 =0,149^ 



logy =0,8484 

Pour avoir y il suffit de chercher Tantilogarithme 
de 0,8484; on trouve dans la table que rantiloga- 
rithme de 0,848 est 7,047 et que Tantilogarithme 
de 0,849 ^'^^ 7^o63; Tantilogarithme de 0,8484 est 
compris entre les deux * ; nous pouvons prendre 
7,o5, pour n'ecrire que des chiffres exacts. 

1 48. DiviBion. — Le logarithme d'lin quotient est 
egal a la difference des logarithmes du dis^idende et 
du diifiseur. 

En effet, la formule : 

a = bc^ 

entraine : 

log a = log ^ -h log c, 

done la formule : 

c 
entraine : 

log b = log a — log c. 

I . On pourrait aussi employer les parties proportionnelles, comme 
nous Tavons expliqu^ pour les tables h 5 d^cimales. 
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ExEMPLE. — Calculer le nombre x donne par la 
for mule : 

On a : 

log 8,34 = 0,9212 
log 1,23 = 0,0899 

log X =0,83 1 3 
.r = 6,78. 

Nous verrons plus loin que Ton procede souvent 

d'une manlere plus simple, en utilisant les cologa- 
rithmes. 

1 49- Puissances et racines. — L'emploi des 
logarithmes est particulierement commode lorsque 
Ton veut calculer une puissance ou extraire une 
racine. Soit, en effet : 

Le nombre a est egal au produit de 4 nombres 
egaux a i ; 

On a done : 

log a = log b -t- log b H- log b -|- log b^ 

c'est-a-dire : 

log a = 4 log b, 

et, inversement : 

log ^ = -- log a. 

Ainsi la for mule : 

a = b' 



1 



$48 



ALG^BRS 



t> 



'A 



^^^ 



fti-^ 






o« /rt formnle equwalente : 

enlrainent : 

log a = 4 log 6 

log i = 7 log a. 

ExEMPLE I. — SoU a calculer la 5* puissance de 
1,23. Si on pose : 

.r = (i,23)» 
on aura : 

logx= 5 log i,2!i== 5x0,0899 = 0,4495. 

II faut rechetcher rantilogarithme de o,4495; 
rantllogarithme de o,449 ®^* 2,812 et rantiloga- 
rithme de o,45o est 2,818; x est done tres voisin 
de 2,8i5. 

ExEMPLE II. •— Calculer y'3,i4- Designons cette 
racine par y, Oti a : 

log y = ^ log 3,14 =^ X 0,^1969 = 0,12 V-i. 

La table d'atitilogarithmes donne TjSS pour anti- 
logarithme do 0,1 ^4 5 c'est une valeur tres appro- 
ch6e de y. 

i5o. Logarlthmes des nombres non compris 
entre 1 et 10. • — La table nous fait connaitre,comme 
nous Tavons dit, les logarithmes des nombres com- 
pris entre i et 10; pour obtenir les logarithmes des 
autres nombres, on utilise la propriete fondamen- 
tale : 

log a=z\ogb-\- log c. 
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Nouf lie nous attarderons pas a demontrer que 
ren^emble des logarithmes ainsi definis possede 
bien toujours cette propriete fondamentale, ni que 
CBtte definition est equivalente a celle que Ton 
pourrait deduire des progressions deja considerecs. 

Soit, par exemple, a trouver le logarithme de i34 ; 
on remarquera que Ton a : 

i34= 1,34 X loX lo. 
On en conclut : 

log i34 = log 1,34 -+- a log 10. 
Or la table donne : 

log 1,34 = 0,1:471 

et Ton sait que Ton a : 

log 10=1. 
II en resulte : 

log 1 34 = 0,1271 4-^ = 2,1271. 

On voit que la partie decimale est la m^nie pour 
log i34 que pour log i,34; comme c'est cette partie 
decimale que fournit la table, on en conclut que, pour 
rechercher le logarithme d'un nombre dans la table, 
il ny a pas a s'inquieter de la sfirgule. La partie 
entiere du logarithme est ici 2 ; on voit qu'elle est 
egale au nombre de decimales qu'il faut separer 
pour avoir un nombre compris entrc i et 10; on 
peut dire aussi qu'elle est egale au nombre des chif- 
fres non decimaux, diminue d*une unite. On donne 
a cette partie entiere le nom de caracteristique. 
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ExBMPLBS. — ' Trous^er le logarithme de 120000; 
la table donne la partie decimale 0792 ; la caracte- 
ristique est 5; le logarithme cherche est done 
5,0792. 

Trous^er le logarithme de 34,5; la table donne la 
partie decimale 5878; la caracteristique est i; le 
logarithme est done 1,5378. 

Troii9er Vaaiilogarithme de 2,343, c'est a-dire le 
nombre dont le lo^ajrithme est 2,343. On cherchera 
dans la table le Bombre dont le logarithme est 
0,343 et on le multipliera par 100, puisque la carac- 
teristique est 2 ; on trouve ainsi 220, 3. 

Trous>er V antilogarithme de 3. Ob ii'a pas besoin 
de la table pour savoir que Tantilogartthme de o 
est I ; Tantilogarithme de 3 est 1000. 

Applications. — Calculer la valeur de x doAAee 
par la formule : 

j; = 34,2 X 46,3 X 2,35 Xi5,4. 

Nous aurons : 

log 34,2 = 1,5328 
log 46,3 =1,6656 
log 2,35 = 0,3711 
log i5,4 1= 1,1875 

log x = 4,7^7^ 

• 

On cherchera Tantilogarithme de 0,757, qui est 
5,715, et on reculera la virgule de 4 rangs vers la 
droite, puisque la "caracteristique de log x est 4; 
on obtient ainsi a: = 57i5o; mais, bien entendu, on 
ne pent pas compter sur Inexactitude des deux der- 
niers chifFres. Pour avoir un plus grand nombre de 
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chiffres exacts, il faudrait employer des tables a un 
plus grand nombre de decimales; mais ce n'est 
sou vent pas necessaire. 

i5i. Nombres inferieurs a 1. Caxact^ristiques 
negrd'tives. — Soit a rechercher le logarithme de 
o,oo34i ; nous pouvons ecrire : 

'3, 3,4 1 

o.ooiAi = -. 

I GOO 

Done : 

log <),oo34i = log 3,4 1 — log looo 
= 0,5328 — 3. 

Le logarithme cherche est done egal a 0,5828 — 3, 
c'est-a-dire a — 2,4672; c'est un nombre negatif; 
il en est ainsi pour tous les logarithmes de tous les 
nombres inf^rieurs a un. 

En pratique, on neffectue jamais la soustr action; 
au lieu d'ecrire : 

0,53^8 — 3, 

on convient d'ecrire : 

3,53^8, 

en placant un trait au-dessus du chiffre 3; par 
definition, c'est la m^me chose que — 3 -f- o,5328, 
c'est-a-dire que — 2,4672. Le chiffre 3 est une 
caracteristique negatis^e. 

Pour ajouter deux ou plusieurs logarithmes, on 
ajoute les parties decimales; si leur somme a une 
partie entiere, on la retient, et on Tajoute aux 
caracteristiques en tenant compte de leurs signes. 

ExEMPLE I. — Calculer le prodidt : 

jc = 23,5X0,824. 



loga3,5 =1,3711 

log ».8a4 = 7,9i5i, 

logj^ = 1,2870 

'our faire I'addition, on precede d'abord comme 
s'.igissait de deux oombres decimaux ordioaires ; 
iiid on arrive a la colonne dcs unites, on a i dc 
;nue, i , et i , c'est-a-dire i -j- i — 1 =^ i . 
)ii trouve ainsi : 



^XEMPLB II. — Calculer le piodiiit : 

j^ = 1 (', X o,o3a5 X aa, 1 X 0,98 x8o. 
)n a : 

o,3a5^a,5'i9 
log 22,3 = 1,3^83 



log 



= 1, 903 1 



!og.r =4,1237 

)ii a 3 de retenue dans la colonne des unites, 
s'ajoutent aux caract6ristiqiies a, 2, i, i, i, ce 
donne 3-|- 2 — 2 -\- i — i -|- i^r4- ^^ trouve 

si X =^ 1 3 ago environ . 

DxEMPLB III. — Calculer \jo,o'iib. 

)n a log OjoSaS ^^^ 3,2099, ^^ ^^^^ ^" prendre 

[uart; pour cela, on rcniarque que Too a : 

2,3099 = — a -+- 11,2099 :rr — 4 + 2,2099. 
prendra ie quart de — 4 qu' est — i et ensuite 
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le quart de 2,2099, ^^ ?"^ donne 0,6624 ; on obtient 
ainsi 1,6624, dont Fantilogarithme est o,3656. 

162. Emploi des cologarithmes. — De m^me 
que Ton n'ecrit pas de logarithmes negatifs, on 
6vite d'avoir a retrancher un logarithme ; on 
remarque que retrancher un nombre equivaut a 
ajouter le nombre oppose ; le nombre oppose a un 
logarithme s'appelle le cologarithme Le cologa- 
rlthme s'ecrit a vue d'oeil, sous la condition que la 
somme du logarithme et du cologarithme soit 
egale a o. 

ExEMPLE. — Le logarithme d'lin nombre est 
1, 8082 ; quel est son cologarithme ? On voit que c'est 
2,6968, car si Ton fait Taddition : 

i,3o32 
2,6968 
0,0000 

on obtient 84-2=10; je pose o et retiens i ; 8 et 
6 font 9, plus un de retenue font 10; je pose zero et 
retiens i, etc. 

On voit que le succes tient a ce que la somme 
des deux chifFres de droite est 10, la somme des 
chiffres decimaux ecrits au-dessous Tun de I'autre 
etant 9 et la somme des caracteristiques etant — i. 
D'oii la regie : 

Regle. — Etant donne un logarithme, pour ecrire 
le cologarithme, on determine la caracteristique par 
la condition que la somme des deux caracteristi- 
ques soit — 1, et les autres chiffres, par la condition 
que la somme des chiffres correspondants soit egale. 
a 9, sauf pour les derniers, dont la somme doit 
etre 10. 

BoRBL. — Alg^bre, 2" cycle. 3 3 
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1 53. R68um6 des regies pour I'uBage des tables. 
pAiiTiB DKCiMALE. — La partic d^cimale d'un loga- 
riihme se trouve dans la table a 4 ou a 5 deci- 
males; on la complete, s'il y a lieu, par le calcul 
des parties proportionneiles; la parlie decimale 
d*un cologarithme s'ecrit a vue, d'apres la partie 
decimale lue dans la table pour le logarithme; si 
Ton lit 1824, on ecrit 8676, en disant mentale- 
ment : 

1-4-8 = 9; 3-h6 = 9; 2-4-7 = 9; 4-h6=io. 

Dans le cas oil il y a des parties proportionneiles 
a calculer, on fait ce calcul avant d'ecrire le cologa- 
rithme. 

Caracteristiqub. — La caracteristique d'un loga- 
rithme est egale au nombre de rangs dont il faut 
deplacer la virgule pour obtenir un nombre compris 
entre i et 10; elle est positive si le nombre donue 
etait superieur a 10 et negative s'il etait inferieur 
a I, La caracteristique du cologarithme s*obtient en 
retranchant de — i la caracteristique du logarithme ; 
on pent dire aussi que, si le nombre est plus grand 
que I, elle est negative, et a pour valeur absolue le 
nombre de chiflFres de la partie entiere ; si le nombre 
est inferieur a i elle est nulle ou positive, et egale 
au nombre de zeros qui suivent la virgule. 

Antilogarithmes. — On recherche les antiloga- 
rithmes dans la table en ne tenant compte que de 
la partie decimale; la caracteristique indique ensuite 
de combien de rangs il faut deplacer la virgule, vers 
la droite si elle est positive, vers la gauche si elle 
est negative. 

154. Disposition des calculs. — Lorsqu'on a a 
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calculer une formule par logarithmes, on commence 
par disposer le calcul avant de chercher aucun 
nombre dans la table; on ecrit en m6me temps les 
caracteristiques, que Ton connait sans avoir a les 
chercher dans la table. 

ExEMPLE I. — Soit a calculer la valeur x donnee 
par la formule : -j 

_ 3,45X3,34X35,2 
•^~ 894X0,034  

Le log de x s'obtient en ajoutant les logarithmes 
des facteurs qui sont au numerateur et retranchant 
les logarithmes de ceux qui sont au denominateur; 
il revient au m6me d'additionner leurs cologa- 
rithmes. On disposera done le calcul comme il 
suit : 

log 3,45 =(», 

log 3,34 =0, 

log 35, '2 = I, 
colog894 =3, 

colog 0,o3^|zrri, 

log x = 

Le calcul etant ainsi dispose, on recherchera dans 
la table les parties decimales; on aura ainsi : 

log 3,45 =0,5378 

log 3,34 nr 0,5^37 
log 35,2 =: 1,5465 

colog 894 =3,0 4 8 7 

colog o,o34 = 1,4085 

logXZZZ 1,1252 



1 
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d'ou : 

07= i3,34. 

On a ecrit a vue les colog. 

Dans le cas oil il y a des calculs auxiliaires a 
eOectuer, on a soin dc les disposer aussi d'avance. 

ExKMpLB II. — Calculer la valeur de x donnee 
par la formule : 

_ (34,a)^XV^3:5 



4/.T 



^^3, 45x872 
On disposera le calcul comme il suit. 
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log 34,2 =1, 


log 3,5 = 0, 


2 log 34, a _ 


J log 3,5^ 


log 3,45 


_o, 


log 872 


— a, 



log 3,45x872 = 
ilog 3,45x872 = 
colog v^3,45x872 = 



CALCUL DEFINITIF. 
2 log 34,2 = 

3 log 3,5 = 

colog y/ 3,45x872 = 

log 07 = 

xz=z 
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Une fois ce tableau fait, mais alors seulement, 
on consultera la table pour rechercher les parties 
decimales laiss6es en blanc. 

Remarque. — Bien des erreurs sont souvent occa- 
sionn^es par la transcription des r6sultats interme- 
diaires; ainsi, dans le tableau precedent, tous les 
logarithmes du calcul definitif sont transcrits ; il est 
bon de s'habituer, autant que posssible, a ^viter 
cette transcription; pour cela, on adoptera, par 
exemple, la disposition suivante : 



CALCDLS AUXILIAIRES. 


CALCUL DEFINITIF. 


log 34, a 
log 3,5 


— 0, 


2 log 34,2 _ 

^log 3,5 _ 


log 3,45 


— 0, 

— 2, 


log 872 


colog v3,45x872 


log 3,45x872 





log J7 


ilog 3,45x872 




X — 



III. INTERETS COMPOSES 

L'une des questions pratiques dans lesquelles 
Tusage des logarithmes est le plus utile est le calcul 
des int6r^ts composes ; c'est pourquoi Ton a Thabi- 
tude de les ^tudier apres les logarithmes, bien que 
ce soient la des theories bien dissemblables et qu'il 
n'est gufere logique d'associer. 

1 55. Inter^ts composes. — On dit qu'une 
somme d'argent est placee a int6r6ts composes 
lorsque les interns produits par cette somme an 
bout d'unc certaine periode ne sont pas payes au 
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crenncier, miiis s'ajoulent au capital pour porter eux- 
mt^mes inleri'ts. La ppi-iode au bout de Inquelle les 
iiiter&ts sont ainsi capitalises est gen^ralement de 
(i mois ou d'un an; nous ne nous occuperons que 
du cos oil elle est d'un an. Aiiisi, Pierre pr^te ii 
Paul loooo'^a tnterfits composes, au taux de hofo 
I'an; cela si^ntfie <]u'au liont d'un an, Paul ne 
payera pas it Pierre les 5f>o" d'intcrSt annuel que 
doivent rapportcr les loooo au taux de 5o/o, niais 
que sa dette se trouvora i^tre de io5oo", lesquels 
rapporteronl des lors 5o/o d'tnler&f, c'cst-ii-dire 
52.V' en uit an; au bont de la seconde anoee, la 
dette de Paul sera done io5oo-(-525, c'est-ii-dire 
It oaS", lesquels rappoitcront int^rfit 'a 5o/o, soit 
55i''',a5 en ud an. Au bout de la Iroisieme anuce, 
la dette dc Paul sera done : 1 1 025 -}- 55i,25 
^ 1 1 576", a5, et ginsi de suite. 

Au premier abord, il pent sembler fort naturcl 
que I'inter^t non payc vienne ainsi augmenter la 
dette ctrapporte Iui-ni6me inter6t; il ne sembie pas 
qu'il y ait la ua probleme essentiellement different 
de celui des interSts simples, mais seulement un 
eas partieulier. Mais ce cas particnlier est d'uiic 
tres grande importance dans beaucoup de questions 
pratiques; de plus, la progression ties rapide des 
int^rfits accumules pendant un grand nombre d'an- 
nees conduit a des conseqnenees veritablemcnt 
effrayantes, qui ont n6cessite une reglementation 
speciale des prfits a interfits eomposes (lois sur la 
prescription quinquennale des arrerages; surveil- 
lance de VEtat sur les aoeict^s d'assurance et de 
retraites, sur Ic Credit foncier, etc.). Nous veirons 
en efTet que la possibilitc de placements a int6r6ts 
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composes sans aucune reglementation entrainerait 

des consequences tout a fait inadmissibles. 

1 56. Pormule des inter^ts composes. — Soit A 

une somme, placee au taux de aojo Tan; c'est-a- 

dire que loo*^"" rapportent a francs; la somme A rap- 

Aa . . 

porte par suite — ; et Tinter^t, ajoute au capital, 

donne au bout d'un an une dette totale de : 



A Art . / a \ 

Ah =A( I H ). 

loo \ 100/ 



Ainsi, on a la regie suivante : 
Reg LB. — Pour obtenir la valeur totale d^iine 
^omme A augmentee de ses interSts, au bout d'un 

an, on inultitjlie cette somme ^ar le binome i A , 

' '^ '100 

a etant le taux. 

Nous pouvons appliqucr cette m^mc regie a la 

somme A( i -\ j qui se trouve placee pendant 

une nouvelle annee; nous trouvons ainsi qu'au bout 
de deux ans, la dette totale est devenue : 

\ 100/ \ 100/ \ 100/ 

On pourra appliquer encore la m6me regie, et 
Ton obtiendra, pour la valeur de la dette au bout 
de la 3° annee : 

\ 100/ \ 100/ \ 100/ 

Au bout de n annees, la dette deviendrait : 
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d'ou la regie : 

Reg LB. — Pour as^oir la paleur totahy capital et 
inter^ts, d'une somme A places a interSts composes 
pendant n annees, on miiltiplie cette somme A par 

la n* puissance du binome i -I , a etant le tana: 

' ' lOO 

annuel pour iOO. 

1 57. Applications. — PnoBLfeMS I. Une somme de 
lOOOCf^ est placee a interSts composes pendant 
20 anSy an taux de 4 0/0. Quelle est la somme 
totale due au bout de ces 20 ans P 

On a ici : 

A =10 000, a == 4» I -\ = i,o4; 

r 100 

on obtient done : 

looooX (1,04)^. 

Calculons cette expression par logarithmes. 
On a : 

log 1,04 =0,0170 
20 log 1,04 1=0,34 

log I O 000 r=r 4 



4,34 

II faut rechercher rantilogarithme de 4?34 ; on 
trouve 21 880; le r^sultat cherch6 est done 21 880*^; 
la somme de loooo^"^ est plus que doublee. 

Remarque. — On volt que Ton est amene a mul- 
tiplier par 20 le logarithme de i,o4 ; Terreur eom- 
mise sur ce logarithme par le fait que Ton neglige 
les decimales qui sulvent la 4* se trouve ainsi nota- 
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blement augmentee; aussi est-il utile, pour les pro- 
blemes d'inter6ts composes, d'avoir les valeurs 

tres exactes des loffarlthmes du binome i -\ 

^ ' lOO 

pour les valeurs du taux a qui sont les plus usitees. 

Nous les donnons ci-dessous avee lo decimales : 



a 


' lOO 


'<'^(' + £) 


a 


i,oa 


0,0086001718 




2 1/4 


i,oaa5 


0,0096633167 




a i/a 


i,oa5o 


o,oi07a38654 




a 3/4 


1,0375 


0,0117818305 




3 


i,o3 


0,0138373347 




3i/4 


i,o3a5 


o,oi38<)oo6o3 




3 i/a 


i,o35 


o,oi4g4o3498 




3 3/4 


1,0375 


0,0159881054 




4 


i,o4 


0,0170333393 


J 



Bien entendu, on ne prendra que le nombre de 
decimales n^cessaires pour avoir 4 ou 5 decimales 
exactes apres la multiplication; en general, 6 ou 
7 decimales suffiront, a moins que le temps ne 
soit tres long. 

Problem c II. — Quelle somme faut-il placer a 
intevets composes , a 3 OjO, pour toucher 1000^ dans 
50 ans P 

En d^signant par a: la somme cherch^e, on a : 



07 (l,03)*^= 1000 

log J7 = 3 — 5o log I ,o3. 



Or, on a : 



S6S ALGEBRB 

log i,o3 =0,012837 
So log i,o3 =0,64 1 85 
colog(i,o3)»» = 7,358i5 

3 

log.c:^ 2, 358 1 5 

On trouve dans la table que o,358 a pour anti- 
logarithme 2,280. On a done a: = 228''' environ. 

pROBLKME III. — Les heritievs d'un fournisseur 
de la conr de Louis XIV reclament une somme de 
2.74^' qui leur serait due depuis le 15 fevvier 161 D 
a\>ec les inter4ts composes a ^i QjQ depuis cette date. 
Quelle somme aurait du leur payer le goui^ernement 
francais le 15 fe^*rier 1903, si leur reclamation ai^ait 
etc admiseP 

La duree de la dette est 1903 — 1675=228 ans; 
la somme due serait done ; 



Or, 


on 


j: — 2 

a : 

log 1,04 


3/,(,,o/'.)«'. 
0,0170333 

228 






1 362664 
340666 
340666 




228 log 1,04 
log 234 


: 3,8835924 
:2,369a 



logx = 6,25279 

L'antilogarithme de 0,26279 est environ 1,789; 

la somme due s'eleverait done a i 789000^' environ. 

pROBLEME IV. — Quelle est la somme prqduite 
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par i^^ place a interSts composes pendant 1000 ans, 
ci 2 010 Van? 

Cette sorame est : 

On a done : 

log X = I ooo, log 1 ,02 = 8,6oo 1 7. 

On en conclut .r±=398 100 000, c'est-ii-dire pres 
dc 4oo millions de francs. 

Probleme V. — Dans un tojnbeau egyptien^ remon- 
tant a iOOO ans, on decons^re une piece de bronze 
d'une s^alenr de (f\0^; quelle somme aurait rapportee 
cette piece aux heriiiers de son proprietaire ^ si elle 
avait ete placee a inlerSts composes au taux de 

3112 010?^ 

La somme x cherchee e&l donnee par la formule : 

jc = o,o5x(i,ol5)*«««. 

Nous avons : 

log i,o35= 0,01/49^03498 
4000 log I, o35 := 59,761399a 
log o,o5 = 2,6990 

log X = 58, 4603992 

L*antilogarithmc de 0,46 est 2,884 ; il faut deplaccr 
la virgule de 58 rangs vers la droite, ce qui donnc 
un nombre de millions de milliards de francs qui 
s'ecrit : 

28 8 '1 o 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 . 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE X 

179. — Trouver le 4" tcrme d'une progression arithm^tique 
dont le premier terme est a et la raison 5. 

180. — Trouver le 8« terme d'nne progression g^ometrique 
dont le premier terme est 5 et la raison a. 

181. — On raconte que rinveoteur du jeu des echecs 
demanda comme recompense*: i grain de bl^ pour la premiere 
case de Tcchiquier, a grains pour la seconde, 4 grains pour 
la troisi^me et ainsi de suite en doublant toujours, jusqu'a 
la 64^ case. Combien de grains de bl^ aurait-il fallu lui 
donner pour cette 64* case? 

182. — Quels sont les logarithmes des nombres suivaDts : 



32.5 


0,309a 3 


3a4o 


8a/i354 


60000 


o,oo8a345 


3,03 


o,oo3&5g7 


o,3o^ 


73330 0000 



183. — Quels sont les cologarithmes des nombres prece- 
dents ? 

184. — Quel est le cologarithme de 100? 

185. — Former les produits par a et les quotients par 2 
des logarithmes suivants : 



a,36a5 


i,856/i8 


3,3435 


3,85648 


3,3/ia5 


3,85643 


3,3435 


3,85648 



186. — Quels sont les antilogarithmes des nombres sui- 
vants : 

3,343 3,4a533 

4,334 3_,/i3834 

0,435 9,57556 

i5,234 8,93783 

187. — Calculer par logarithmes les expressions suivantes : 



BXERGICES SUR LE CHAPITRE X 365 

(o,o35)* V875000 



X 



342 X 3,46 X V%34 
V55 Via V36400 



^- (1,34)6(3,42)^ 

188. — Quelle est la valeur totale d*une sommc dc Soo^'" 
placee a interets composes pendant 8 ans au taux de 3 0/0 ? 

189. — Quelle somme doit-on placer a interets composes 
au taux de 4 0/0 pour obtenir i 000 ooo^** au bout de 76 ans? 

190. — Pendant combien d'annees doivent rester places 
1000^' a interets composes, au taux de 4 o/^ pour que la 
valeur totale, capital et interets, devienne egale a i54o^''? 

191. — Pendant combien d'annees doit rester place un 
capital de 2000^ au taux de 3 0/0 pour que la somme du 
capital et des interets accumulds atteigne Sooo^*^ ? 
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N 
10 




oooo 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


o43 


08G 


ia8 


170 


aia 


a53 


394 


334 


374 


11 


M 


/i53 


49a 


53 1 


509 


G07 


645 


683 


7«9 


755 


12 


7y» 


828 


8G4 


899 


934 


969 


•oo4 


*o38 


• 
072 


*io6 


13 


1 1 39 


,73 


aoG 


a 39 


371 


3o3 


335 


3G7 


399 


43o 


14 


6CI 


493 


5a3 

1 


553 


584 


Gi4 


644 


G73 


703 


73a 


15 


I76I 


790 


818 


847 


875 


9o3 


93 1 


9^9 


987 


•oi4 


16 


ao4i 


0G8 


095 


laa 


1 48 


,75 


aoi 


237 


a53 


379 


17 


ZoU 


33o 


355 


38o 


4o5 


43o 


455 


48o 


5o/i 


Sag 


18 


553 


577 


601 


6a5 


648 


67a 


695 


718 


742 


765 


19 


788 


810 


833 


85G 


878 


900 


9a 3 


945 


9<>7 


989 


20 


3oio 


o3a 


o5/i 


075 


09G 


118 


1 39 


160 


i8i 


201 


21 


aaa 


>43 


aG3 


a8/i 


3o/i 


3a4 


345 


365 


385 


4o4 


22 


h^k 


Ixtxh 


4G4 


483 


5oa 


5aa 


54i 


5Go 


579 


598 


23 


617 


G3G 


655 


67/1 


69a 


711 


729 


7^7 


70(j 


784 


24 


80a 


Sao 


838 


85G 


874 


892 


909 


927 


945 


962 


25 


3y79 


997 


*oi4 


•o3i 


*o48 


•o65 


*o8a 


'099 


•116 


•i33 


26 


4130 


iGG 


i83 


a 00 


3l6 


a3a 


349 


a65 


281 


298 


27 


3i4 


33o 


346 


36a 


378 


3o3 
548 


409 


4a5 


44o 


45G 


28 


47a 


487 


5o3 


5i8 


533 


5G4 


579 


594 


609 


29 


6a4 


639 


654 


6G9 


G83 


698 


7i3 


738 


742 


757 


30 


4771 


78G 


800 


81/1 


8a9 


843 


857 


871 


886 


900 


31 


f)i4 


938 


9^1 a 


955 


969 


983 


997 


•on 


*034 


•o38 


32 


5o5i 


oG5 


079 


09 a 


io5 


>'9 


i3a 


1 45 


i59 


172 


33 


i85 


198 


21 1 


22^ 


a37 


a5o 


363 


376 


289 


3o3 


34 


3i5 


3a8 


3/io 


353 


3G6 


378 


391 


4o3 


4i6 


428 


35 


Uki 


453 


4G5 


478 


490 


5oa 


5i4 


537 


539 


55i 


36 


5G3 


575 


587 


599 


Gii 


Ga3 


635 


647 


G58 


670 


37 


G8a 


C9'i 


7o5 


717 


7>9 


740 


75a 


763 


775 


786 


38 


798 


809 


821 


832 


843 


855 


866 


877 


888 


^99 


39 


9i» 


922 


933 


m 


955 


966 


977 


988 


999 


010 


40 


Goal 


o3i 


ol\2 


o53 


oG4 


075 


o85 


096 


107 


117 


41 


ia8 


i38 


149 


iGo 


170 


180 


'9' 


aoi 


313 


222 


42 


aSa 


a43 


253 


2G3 


374 


a84 


294 


3o4 


3i4 


323 


43 


335 


345 


355 


3G5 


375 


385 


395 


4o5 


4i5 


4a5 


44 


435 


IxUh 


454 


/|6/i 


474 


484 


493 


5o3 


5i3 


523 


45 


G532 


5/ia 


55i 


5Gi 


571 


58o 


590 


599 


609 


G18 


46 


GaS 


G37 


GAG 


G5G 


GG5 


G75 


684 


693 


703 


713 


47 


721 


73o 


739 


7^9 


758 


767 


77G 


785 


794 


8o3 


48 


812 


821 


83o 


839 


848 


857 


8GG 


875 


884 


893 


49 


902 


9" 


920 


9a8 


937 


946 


955 


964 


97a 


981 1 
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: 


N 





1 

998 


2 

*oo7 
093 


3 

*oi6 


4 

•024 


5 
•o33 


6 

*o42 


7 


8 


9 

•067 


50 


6990 


*o5o 


•059 


51 


7076 


o84 


lOI 


no 


118 


126 


i35 


i43 


l52 


52 


160 


168 


177 


1 85 


193 


202 


210 


218 


226 


235 


53 


2/i3 


25l 


259 


267 


275 


284 


292 


3oo 


3o8 


3i6 


54 


33/1 


332 


340 


348 


356 


364 


372 


38o 


388 


396 


55 


7^0/i 


4l2 


419 


427 


435 


443 


45 1 


459 


466 


474 


56 


A82 


490 


^97 


5o5 


5i3 


520 


528 


536 


543 


55i 


57 


559 


566 


574 


582 


589 


597 


6o4 


612 


619 


627 


58 


634 


642 


649 


657 


664 


672 


679 


686 


694 


701 


59 


709 


716 


723 


73i 


738 


745 


752 


760 


767 


774 


60 


7782 


789 


796 


8o3 


810 


818 


825 


832 


839 


846 


61 


853 


860 


868 


875 
945 


882 


889 


896 


903 


910 


917 


62 


924 


93 1 


938 


952 


9^9 


966 


973 


980 


.9f7 


63 


993 


*ooo 


*oo7 


*oi4 


*02I 


•028 


-o35 


*o4i 


*o48 


•o55 


64 


8062 


069 


075 


082 


089 


096 


102 


109 


116 


122 


65 


8129 


i36 


l42 


i49 


i56 


162 


169 


176 


182 


189 




66 


195 


202 


20Q 
274 


2l5 


222 


228 


235 


241 


248 


254 




67 


261 


267 


280 


287 


293 


299 


3o6 


3l2 


319 




68 


325 


33 1 


338 


344 


35i 


357 


363 


370 


376 


382 




69 


388 


395 


4oi 


407 


4i4 


420 


426 


432 


439 


445 




70 


8451 


457 


463 


470 


476 


482 


488 


494 


5oo 


5o6 




71 


5i3 


519 


525 


53i 


537 


543 


549 


555 


56i 


567 




72 


573 


579 


585 


591 


597 


6o3 


609 


6i5 


621 


627 




73 


633 


639 


645 


65 1 


657 


663 


669 


675 
7^3 


681 


686 




74 


692 


698 


704 


710 


716 


722 


727 


739 


745 


75 
76 
77 


8751 


756 
8i4 


762 


768 


774 


779 


785 


791 

848 


797 
854 


802 


808 


820 


825 


83 1 


837 


842 


859 


865 


871 


876 


882 


887 


893 


899 


9o4 


910 


915 




78 
79 


921 
976 


927 

982 


932 

987 


938 
993 


9^3 

998 


9^9 
•oo4 


954 
•009 


960 
•oi5 


965 

*020 


971 
•025 




80 


9o3i 


o36 


o42 


047 


o53 


o58 


o63 


069 


074 


°79 




81 


o85 


090 


096 


lOI 


106 


112 


117 


122 


128 


i33 




82 


1 38 


1 43 


i49 


i54 


1 59 


i65 


170 


175 


180 

/J 


186 

A r\ 




83 


2?3 


106 
248 


201 


206 


212 


217 


222 


227 


252 


238 




84 


253 


258 


263 


269 


274 


279 


284 


289 




85 


02 o4 


399 


3o4 


309 


3i5 


320 


325 


33o 


335 


340 




86 


345 


35o 


355 


365 


370 


375 


38o 


385 


390 




87 


3q5 
445 


4 00 


4o5 


4io 
460 
509 


4i5 


420 


425 


43o 


435 


440 




88 


45o 


455 


465 


469 


474 


479 


484 


48o 




89 


^9^ 


^99 


5o4 


5i3 


5i8 


523 


528 


533 


538 
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11 

90 





1 
5&7 


2 

55a 


3 

557 


4 


6 


6 

571 


7 


8 


9 


9">42 


5G3 


500 


57O 


58 1 


586 


91 


5oo 


5(i5 


Goo 


God 


G09 


6i4 


619 


6a4 


6a8| 633 1 


92 


038 


gJ3 


C/i7 
69* 


G5a 


657 
705 


00 1 


GOO 


671 


675 


680 


93 


085 


689 


<'99 


708 


7i3 


717 


722 


727 


94 


73 1 


73c 


741 


7'i5 


750 


75'i 


759 


7O3 


768 


773 


95 


9777 
833 


78a 


78G 


79 « 
830 


795 


800 


8o5 


809 


8i4 


818 


96 


8a7 


83a 


• 8ii 


845 


85o 


854 


869 


863 


97 


808 


873 


877 


881 


880 


890 


8q4 

9*9 
98S 


899 


903 


908 


98 


91a 


917 


931 


9a0 


93o 


934 


943 


9^8 


gSa 


99 


950 


gOi 


965 


9*>9 


97^ 


978 


9«7 


991 


996 
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L 
00 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


1000 


00a 


oo5 


007 


000 
o33 


oia 


oi4 


016 


019 


021 


01 


033 


oaO 


038 


o3o 


o35 


o38 


o4o 


042 


o45 


02 


047 


o5o 


o5a 


o54 


057 


o5q 
o84 


0O3 


0O4 


067 


069 


03 


072 


074 


076 


079 
io4 


081 


08O 


089 


091 


094 


04 


096 


099 


loa 


107 


109 


113 


ii4 


117 


"9 


05 


1133 


135 


127 


i3o 


l33 


i35 


i38 


i4o 


1 43 


140 


.06 


1 48 


i5i 


1 53 


1 50 


159 


lOi 


1O4 


lOy 
194 


169 


17a 


07 


175 


178 


180 


1 83 


180 


189 


191 


197 


»99 


08 


203 


2o5 


ao8 


311 


2l3 


aiO 


319 


333 


2a5 


227 


09 


a3o 


333 


330 


a39 


343 


345 


a 47 


a5o 


253 


250 


10 


1259 


aOa 


a05 


2O8 


271 


374 


370 


279 


282 


285 


11 


388 


391 


294 


297 


3oo 


3o3 


3oO 


309 


3ia 


3i5 


12 


3i8 


331 


334 


337 


33o 


334 


337 


34o 


343 


340 


13 


349 


353 


355 


358 


30i 


305 


308 


.371 


374 


377 


14 


38o 


384 


387 


390 


393 


39G 


4 00 


4o3 


4oO 


A09 


15 


i4i3 


4iO 


419 


4a2 


436 


429 


433 


435 


439 


442 


16 


445 


A49 


453 


455 


459 


4O2 


400 


4O9 


472 


476 


17 


A79 


483 


480 


489 


493 


496 


5oo 


5o3 


5o7 


5io 


18 


5i4 


517 


531 


534 


528 


63i 


535 


538 


542 


545 


19 


549 


553 


550 


50o 


503 


5G7 


570 


574 


578 


58 1 
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L 
20 





1 


2 


3 


4 

600 


5 


6 


7 


8 


9 


1 585 


589 


592 


596 


6o3 


609 


611 


6i4 


618 


21 


63a 


636 


629 


633 


637 


64i 


644 


648 


653 


656 


22 


660 


663 


667 


671 


675 


679 


683 


687 


690 


694 


23 


698 


702 


706 


710 


714 


718 


723 


726 


73o 


734 


24 


738 


742 


746 


75o 


754 


758 


763 


766 


770 


774 


25 


1778 


783 


786 


791 


795 


799 


8o3 


807 


8ii 


816 


26 


8ao 


824 


828 


833 


837 


84 1 


845 


849 


- 854 


858 


27 


862 


866 


871 


875 


879 


884 


888 


893 


897 


901 


28 


905 


910 


91A 


9»9 


923 


928 


932 


936 


9^1 


945 


29 


950 


954 


9^9 


963 


968 


972 


977 


982 


986 


991 


30 


1995 


*ooo 


•oo4 


•009 


•oi4 


*oi8 


*023 


•028 


•o33 


*o37 


31 


20/ia 


o46 


o5i 


o56 


061 


o65 


070 


075 


080 


o84 


32 


089 


094 


099 


io4 


109 


ii3 


118 


133 


128 


i33 


33 


1 38 


i43 


1 48 


1 53 


i58 


1 63 


168 


173 


178 


1 83 


34 


188 


193 


198 


2o3 


208 


2l3 


318 


233 


328 


234 


35 


2339 


244 


349 


354 


259 


265 


370 


275 


380 


286 


36 


391 


296 


3oi 


307 


,3l2 


3i7 


323 


328 


333 


339 


37 


344 


35o 


355 


36o 


366 


371 


377 


382 


388 


393 


38 


399 


4o4 


4io 


4i5 


421 


427 


432 


438 


443 


449 


39 


A55 


460 


466 


472 


477 


483 


489 


495 


5oo 


5o6 


40 


a5i3 


5i8 


523 


539 


535 


54i 


547 


553 


559 


504 


41 


570 


576 


582 


588 


594 


600 


606 


612 


618 


624 


42 


63o 


636 


642 


049 


655 


661 


667 


673 


O79 


085 


43 


693 


698 


7o4 


710 


716 


733 


739 


735 


742 


748 


44 


75/i 


761 


767 


773 


780 


786 


793 


799 


8o5 


812 


45 


3818 


825 


83 1 


838 


844 


85i 


858 


864 


871 


877 


46 


884 


891 


897 


90^4 


9" 


917 


924 


93 1 


938 


944 


47 


951 


958 


965 


972 


979 


985 


992 


999 


•006 


*oi3 


48 


3030 


027 


o34 


o4i 


o48 


o55 


062 


069 


076 


o83 


49 


090 


097 


io5 


112 


"9 


136 


i33 


i4i 


1 48 


1 55 


50 


3i63 


170 
343 


177 


1 84 


193 


»99 


206 


2l4 


331 


228 


51 


336 


25l 


258 


266 


273 


381 


289 


396 


3o4 


52 


3ii 


3i9 


327 


334 


342 


35o 


357 


365 


373 


38i 


53 


388 


396 


4o4 


4l3 


420 


438 


436 


443 


45i 


459 


54 


467 


470 


483 


491 


^99 


5o8 


5i6 


534 


533 


54o 


55 


3548 


556 


565 


573 


58 1 


589 


597 


606 


6i4 


633 


56 


63 1 


639 


648 


656 


664 


673 


681 


690 


698 


707 


57 


7,5 


724 


733 


74i 


75o 


758 


767 


776 


784 


793 


58 


802 


811 


819 


828 


837 


846 


855 


864 


. 873 


882 


59 


890 


899 


908 


917 


936 


936 


945 


954 


963 


972 
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L 
60 





1 


2 


3 


4 


5 

*027 


6 


7 


8 


9 


3981 


090 


999 


•009 


•018 


•o36 


•o46 


•o55 


*o6 


61 


4 0^/1 


o83 


093 


loa 


II I 


131 


i3o 


i4o 


i5o 


1 5 


62 


169 


178 


188 


198 


307 


217 


337 


336 


346 


a5( 


63 


a66 


276 


a85 


395 


3o5 


3i5 


3a5 


335 


345 


351 


64 


305 


375 


385 


395 


4o6 


4i6 


436 


436 


446 


45. 


65 


h!^0^ 


477 
58 1 


487 


498 


5o8 


519 


539 


539 


55o 


5G< 


66 


671 


592 


6o3 


6i3 


624 


634 


645 


656 


66- 


67 


677 
786 


688 


699 


710 


721 


73a 


74a 


753 


764 

875 


77! 


68 


797 


808 


819 


83 1 


842 


853 


864 


8»' 


69 


898 


909 


920 


932 


943 


955 


966 


977 


989 


*oo< 


70 


5oia 


oa3 


o35 


047 


o58 


070 

188 


-082 


093 


io5 


H' 


71 


139 


lAo 


l53 


1 64 


176 


a 00 


313 


334 


a3( 


72 


a48 


260 


373 


284 


297 


309 


3ai 


333 


346 


35^ 


73 


370 


383 


395 


4o8 


4ao 


433 


445 


458 


470 


48^ 


74 


/195 


5o8 


5ai 


534 


546 


559 


57a 


585 


598 


61C 


75 


56a3 


636 


649 


66a 


675 


689 


703 


7i5 


728 


741 


76 


754 


768 


781 


794 


808 


831 


834 


848 


861 


875 


77 


888 


902 


916 


929 


943 


9^7 


970 


984 


998 


*oia 


78 


Goa6 


o39 


o53 


067 


081 


095 


109 


ia4 


1 38 


i5a 


79 


1 06 


180 


194 


309 


333 


387 


353 


a66 


281 


395 


80 


63io 


32/i 


339 


353 


368 


383 


397 


4l3 


437 


443 


81 


/.57 


^71 


486 


5oi 


5i6 


53 1 


546 


56i 


577 
73o 


592 


82 


O07 


62a 


637 


653 


668 


683 


699 


714 


745 


83 


7O1 


776 
93/i 


793 


808 


823 


839 


855 


871 


887 


903 


84 


918 


95o 


966 


982 


998 


•01 5 


*o3i 


•047 


*o63 


85 


7079 


096 


112 


139 


i45 


161 


178 


194 


ail 


228 


86 


244 


2O1 


378 


295 


3ii 


328 


345 


363 


379 
55i 


396 


87 


4i3 


dSo 


447 


464 


482 


499 


5i6 


534 


568 


88 


586 


6o3 


6ai 


638 


656 


674 


691 


709 


727 


745 


89 


762 


780 


798 


816 


834 


85a 


870 


889 


907 


925 


90 


9^3 


962 


980 


998 


*oi7 


*o35 


*o54 


'073 


*o9i 


*IIO 


91 


8128 


147 


166 


i85 


2o4 


333 


34l 


360 


279 


299 


92 


3i8 


337 


356 


375 


395 


4i/i 


433 


453 


473 


492 


93 


5ii 


53i 


55i 


570 


590 


610 


63o 


65o 


670 


690 


94 


710 


73o 


75o 


770 


790 


810 


83 1 


85 1 


872 


893 


95 


8913 


933 


954 


974 


995 


*oi6 


•o36 


•057 


•078 


*o99 


96 


9120 


161 


162 


1 83 


3o4 


336 


247 


368 


290 


3ii 


97 


333 


354 


376 


397 


419 


44 1 


463 


484 


5o6 


538 


98 


55o 


57a 


594 


616 


638 


661 


683 


705 


727 


75o 


99 


77a 


795 


817 


84o 


863 


886 


908 


93 1 


954 


977 
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EXERCICES DE RECAPITULATION 

192. — Resoudre et discuter le systeme 

y — 3ar — 4 __ hy — hx __ ^ 
x-\- iy — 3 3x -j- 5y — 2 

dans lequel x ^i j designent les ioconnues et / un nombrc 
donne, positif ou negatif. 
' 193. — Trois evenements futurs A, B, C sont tels que I'ud 
d'eux seul se produira k I'exclusion des deux autres (par 
exeraple, de trois coureurs, uq seul arrivera premier; de 
trois candidals, un seul sera elu, etc.). Pierre tient une agence 
de paris dans les conditions suivantes; si un paricur lui 
verse x francs eo pariant pour A, il lui remboursera ax francs 
si revencraent A se produit et ne lui remboursera rien si 
r^venement A ne se produit pas; a est dit la cote de A; on 
designera de meme par h et c les cotes de B et de C, Ceci 
pos^ quelles sommes ar, j, z doit-on parier respectivement 
sur les evenements A, B, C, pour gagoer surement m francs, 
quel que soil Vevenement qui se produit. Quelle condition 
doivcnt verifier a, b, c pour que ces sommes soient toutes 
trois positives. Dans le cas ou ces sommes sont negatives, ce 
qui sera toujours le cas si Pierre n'est pas trop maladroit, on 
pent seulement resoudre le problcmc suivant : s'arranger de 
maniere a perdre, quoiqu'ij arrive, une m^ine somme m. 

194. — Calculer les c6tes d'un triangle connaissant les 
medianes a, p, y. Dans quel cas le triangle trouvd est-il rec- 
tangle? 

195. — Resoudre le systeme t 

{ a; + y = a 
( xy = b 

Discuter. 

196. — Resoudre le sysleme : 

ia; -j- y = a 
a;2 _|_ y2 =: 62 

Discuter. On pourra ramcner ce probl^me au precedent. 

197. — Resoudre le syst6mc : 

Lx-\-y =a 
( X* -\- y^ = b^ 
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Discuter. Ou pourra ramcncr cc probl6me au ii^ 196 en 
cxprimaiit x^ + j* au moyco de jr-\-y et de xy. La meine 
romarque s'applique aux deux exercices suivants. 

198. — Rt'soudre el discuter le systeme : 

}x^ + y^ = b^ 

199. — Resoudre ct discuter le systeme : 

( X -^y =a 
( a;5 -j- y5 == 65 

200. — Resoudre le systeme : 

X -j- y -{- z z=z a 

x^ -\- y^ -\- z^ =■ a^ 

201. — On donne la hauteur h, le volume — o— et I'vm des 

rayons de base r d'un tronc de cdne; calculer I'avlre rayon 
de base. 

202. — On donne un triangle ABC ; deteruuner sur BC un 
point O tel que le parallclogramme admettant pour c6tes les 
droites AB, AC et les paralleles a ce« droites menses par le 
point O ait un perimetre donn^ 2/. 

203. — On donne un triangle ABC rectangle en A; deter- 
miner sur BC un point O tel que le rectangle ayant pour 
c6tes les droites AB, AC et les paralleles a ces droites menees 
par O, ait une aire donnee m^. 

204. — Etant donnd un triangle ABC, on appellera rec- 
tangle inscrit dans ce triangle un rectangle MNPQ tel que M 
soit sur AC, N sur AB, P et Q sur BC ; on demande de deter- 
miner un tel rectangle connaissant son perimetre 2a et son 
aire h^. 

205. — Etant donne un triangle ABC on demande de 
determiner un triangle rectangle tel que les differences entre 
ses cotes pris deux a deux soient les meraes que pour le 
triangle donne. Discuter. 

206. — Dans un triangle ABC on donne le cole BC = ^, 
Tangle A et la hauteur h issue du sommet A ; calculer les 
c6tes AC = ^ et AB = c ; discuter. 

207. — Dans un triangle, on donne le c6te a, le rayon R 
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du cercle circonscrit et la mediane m correspondant au 
cote a; calculer les cotes b et c. Discuier. 

208. — Dans un triangle, on donne le cote «, la somme 
h -\- c des deux autres c6tes et Tangle A oppose au cole a: 
calculer les c6t(5s h et c. Discuter. 

209. — Soit ABC un triangle, AH la hauteur, AS la bis- 
sectrice, AM la mediane, issues de A (H,S,M sont situes 
sur BC); resoudre Ic triangle connaissant les longueurs. 
AH = ^, AS = 5, AM = w. Discuter. 

210. — Couper un triedre trirectangle par un plan de 
facon que le triangle obtenu soit egai a un triangle donne. 

211. — Etant donne une sphere du centre O et un petit 
cercle (C) de cette sphere on designe par (S) la plus petite 
des deux portions en lesquelles le plan de (C) partage la 
sphere et par (F) le c6ne qui a pour sommet O et pour base 
(C). On donne le rayon R de la sphere et on demande de 
determiner la distance x du plan de (C) au centre de la sphere 
de maniere que Taire de la calotte {^) soit egale a m fois 
I'aire laterale du cone (r). Discuter. 

212. — Les notations etant les memes que dans I'exercice 
precedent, determiner x de maniere que le volume de la 
calotte (H) soit egal a p fois le volume du cone (r). Discuier. 

213. — Dans un triangle on donne un c6t^ a, la difference 
h — c des deux autres c6tes et le rayon du cercle circonscrit; 
calculer les angles B et C. Discuter. 

214. — Dans un triangle on donne la surface S, le peri- 
melre 2p et I'un des angles A; calculer les deux autres angles 
B et C. Discuter. 

215. — On consid6re Tequation du second degr^ en x : 

(i) x2 — 6x + 5 + z (.-r2 _ 5a; + 6) = o. 

Quelles sont les valeurs de z pour lesquelles les racines 
de cetle equation sont egales ? On designera ces valeurs par 
z^ et z^; par x^ la valeur commune des racines de (i) pour 
z=^Zi, et par ajg leur valeur commune pour z^z^. Soient 
maintenant a;' et x" les racines de (i) pour une valeur quel- 
conque z, distincte de z^ et de z^; on demande de calculer la 

valeur de I'expression : \-^, ^^ ) ,, -,. et dc verifier que 

^ {x' — x^) [x' — x^y ^ 

cetle valeur ne depend pas de z. 
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